
1.  Matrice 


i)  Noţiunea  de  matrice 

Definiţia 1. Fie M = {1, 2, …, m},  N = {1, 2, …, n} mulţimea primelor m respectiv n, numere naturale nenule. Vom numi matrice de tipul (m, n) o funcţie A : M × N ( C. 


Dacă notăm A(i, j) = (aij)(C, i(M, j(N, vom nota pe A sub forma:



A = 
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adică printr-un tablou cu m linii şi n coloane ce cuprinde valorile funcţiei A.


O matrice cu m linii şi n coloane (m ( 1, n ( 1) se notează cu 
A = 
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, sau când nu e posibilă nici o confuzie, se notează A = (aij).


Mulţimea matricelor de tip (m, n) cu elemente numere reale se notează prin Mm,n(R).


Dacă matricele au elemente raţionale, atunci notăm Mm,n(Q).


Semnificaţie asemănătoare are mulţimea Mm,n(Z) sau Mm,n(N).


Avem incluziunile: Mm,n(N) ( Mm,n(Z) ( Mm,n(Q) ( Mm,n(R) ( Mm,n(C).


Cazuri  particulare

1) O matrice de tipul (1, n) (deci cu o linie şi n coloane) se numeşte matrice linie şi are forma: A = (a11   a12   …   a1n).

2) O matrice de tipul (m, 1) (cu m linii şi o coloană) se numeşte matrice coloană şi are forma: B = 
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3) O matrice de tipul (m, n) se numeşte nulă (zero) dacă toate elementele sale sunt egale cu zero. Se notează cu 
[image: image4.wmf],
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,  0m,n =
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4) O matrice care are numărul de linii egal cu numărul de coloane se numeşte matrice pătratică şi are forma: A =
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Sistemul ordonat de elemente (a11, a22, …, ann) reprezintă diagonala principală a matricei A, iar sistemul ordonat (a1n, a2 n(1, …, an1) se numeşte diagonala secundară a matricei A.


Matricea care pe diagonala principală are toate elementele egale cu unu, iar în rest sunt egale cu zero se numeşte matricea unitate şi se notează cu In.


Matricea pătratică se numeşte triunghiulară dacă are una din formele de mai jos:

 

A =
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 sau A =
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Matricea pătratică A se numeşte matricea scalară, dacă



A = 
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Definiţia 2. Fie matricele A = (aij), B = (bij) de tipul (m, n), adică A,B(M m,n((). Spunem că matricele A şi B sunt egale şi scriem A = B, dacă şi numai dacă, oricare ar fi i({1, 2, …, m} şi j({1, 2, .., n},  aij = bij.


ii)  Operaţii  cu  matrice 

a)  Adunarea  matricelor

Definiţia 3. Fie A,B(Mm,n(C), unde A =
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, B =
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. Matricea 
C(M m,n(C),  C = 
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 se numeşte suma matricelor A, B dacă  

cij = aij + bij,  (() i({1, 2, …, m}, (() j({1, 2, …, n}.


Proprietăţi ale adunării matricelor: 

1°. A + B = B + A,  (()A,B(M m,n(C), (comutativitatea adunării).

2°. (A + B) + C = A + (B + C),  (()A,B,C(M m,n(C), (asociativitatea adunării).

3°. Matricea 0m,n = 
[image: image13.wmf]00...0
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 se numeşte matricea zero şi are proprietatea  A + 0 m,n = 0 m,n + A = A,  (() A(M m,n(C), (elementul neutru).

4°. (() A(M m,n(C), există  ( A(M m,n(C) astfel încât  
A + ((A) = ((A) + A = 0m,n. 
 Dacă A =
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, atunci  ( A =
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.
b)  Înmulţirea matricelor cu scalari 
Definiţia 4. Dacă A = (aij) este o matrice din M m,n(C), iar ((C, definim matricea (A ca fiind (A = ((aij)(M m,n(C).

 
Proprietăţi ale înmulţirii matricelor cu scalari:

1°. Dacă A(M m,n(C), atunci  1 ( A = A.

2°. Dacă A(M m,n(C) şi (,((C, atunci  (( + () A = (A + (A.

3°. Dacă A(M m,n(C) şi (,((C, atunci  ((() A = (((A).

4°. Dacă A(M m,n(C) şi ((C, atunci  ((A + B) = (A + (B.

c)  Înmulţirea  matricelor

Definiţia 5. Fie A(M m,n(C) şi A =
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 o matrice de tip (m, n) şi 
B(M n,p(C), B =
[image: image17.wmf](

)

1j

js

1

n

sp

b

££

££

 o matrice de tip (n, p). 


Definim matricea C(M m,p(C), C =
[image: image18.wmf](
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 de tipul (m, p) ale cărei elemente sunt date de formula: cis = ai1 ( b1s + ai2 ( b2s + … + ain ( bns =
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, oricare ar fi  i = 1, 2, ,…, m şi  s = 1, 2, …, p. Matricea C se numeşte produsul dintre matricele A şi B în această ordine, şi vom scrie C = A ( B.

Proprietăţi ale înmulţirii matricelor:

1°. (A·B)·C = A·(B·C), (() A(M m,n(C), (() B(M n,p(C), (() C(M p,s(C).

2°. A(B + C) = AB + AC, (() A(M m,n(C), (() B,C(M n,p(C), (distributivitatea înmulţirii în raport cu adunarea matricelor). 


În contextul operaţiei de înmulţire a matricelor introducem noţiunea de matrice unitate.


Dacă  I = ((ij) este o matrice cu proprietatea  AI = A,  (() A(M n(C), atunci luând matricele  
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, atunci obţinem 
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 (simbolul lui Kronecker).


De aceea, dacă A(M n(C), notăm matricea unitate din această mulţime cu In, iar aceasta este  In =
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= ((ij),  
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 adică o matrice pătratică de ordinul n care are toate elementele de pe diagonala principală egale cu unu, iar restul elementelor nule.

3°. Dacă In(Mn(C) este matricea unitate, atunci In ( A = A ( In = A, 
(() A(M n(C).


Se spune că In este element neutru în raport cu operaţia de înmulţire a matricelor.

Definiţia 6. Prin transpusa matricei A(M n(C), A =
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 înţelegem matricea 
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Matricea 
[image: image27.wmf]t
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 se obţine din matricea A, luând liniile (respectiv coloanele) lui A drept coloane (respectiv linii) pentru 
[image: image28.wmf]t
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.

 
Proprietăţi


Dacă A,B(M n(C) şi ((C, atunci:

1°. t (A + B) = t A + t B,      2°. t (( ( A) = ( · t A,      3°. t (A · B) = t B · t A.

Observaţie. Prin inducţie matematică se poate demonstra că:
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, (()Ak(M n(C), k = 1, 2, …, n, n(N*.

Definiţia 7. O matrice A(Mn(C) se numeşte simetrică dacă aij=aji, (()i,j({1, 2,…,n}, adică A = 
[image: image30.wmf]t
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. Mulţimea matricelor simetrice cu elemente din ( se notează cu SA(().

Definiţia 8. O matrice A(Mn(C) se numeşte antisimetrică dacă aij = (aji, (()i,j({1,2,…,n}, adică A = (
[image: image31.wmf]t
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. Mulţimea matricelor antisimetrice cu elemente din R se notează cu An(R).

Definiţia 9. Dacă A(M n(C), A = 
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 atunci prin urma matricei A înţelegem numărul 
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 (suma elementelor de pe diagonala principală).


Proprietăţi

1°. 
[image: image34.wmf]Tr

(A + B) = 
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(A) + 
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(B);      
2°. 
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3°. 
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Observaţie. 
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d)  Puterea  a  n-a  a  unei  matrice 


Puterile unei matrice pătratice A(M n(C)  se definesc prin recurenţă, punând:



A0 = I,  A1 = A,  A2 = A · A,  A3 = A2 · A,…,  An+1 = An · A.

Definiţia 10. O matrice A(M n((), pentru care există un număr natural n astfel încât  An = 0n se numeşte nilpotentă.


Fie A,B(M n(C) cu A · B = B · A, atunci au loc proprietăţile:

1°. 
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2°. 
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4°. 
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5°. 
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6°. 
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7°. 
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Teoremă. (Cailey-Hamilton). Dacă A =
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X2 ( (a + d)X + (ad ( bc)I2 = 0

unde I2 este matricea unitate de ordinul doi.

Probleme  rezolvate 

1. Să se determine toate matricele care comută cu matricea A = 
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Soluţie. Fie X = 
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 sau 
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, de unde rezultă a = x,  b = 2y,  c = 3y,  d = x + 3y, deci X = 
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2. Să se determine toate matricele A(M2(R) pentru care 
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Soluţie. Fie 
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Dacă x + t ( 0, atunci y = z = 0 şi 
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· dacă y = 0 ( x = 0 şi deci A = 
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· dacă y ( 0 putem scrie 
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Observaţie. Matricea A determinată mai sus se numeşte matrice nilpotentă de ordinul doi.

3. Să se determine toate matricele A(M2(R) pentru care 
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Soluţie. Fie A =
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Dacă  x + t ( 0, atunci  y = z = 0  şi deci 
[image: image77.wmf]22
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t = (1. Cum  x + t ( 0, obţinem  x = 1,  t = 1  sau  x = ( 1,  t = ( 1  şi 
A =
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Observaţie. O matrice A cu proprietatea că 
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, se numeşte matrice involutivă, ce corespunde unei simetrii în plan.
4. Să se determine matricea X ( M 2(() astfel încât 
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Soluţie. Deoarece  det
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Cazul 1. det X = 6. Având în vedere relaţia lui Cayley – Hamilton obţinem 
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[image: image92.wmf]2

2

76

XXI

±=+

, de aici avem 




[image: image93.wmf]1,2

32

34

X

æö

=±

ç÷

èø

.

Cazul 2. det X = ( 6. Relaţia lui Cayley – Hamilton devine 
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5. Fie matricea A ( M 2((), A =
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Soluţie. Ecuaţia caracteristică matricei A este 
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6. Să se calculeze 
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Soluţie. Ecuaţia caracteristică matricei A este 
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7. Fie funcţia ((x) =
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Soluţie. Prin compunerea unei funcţii omografice cu ea însăşi de n ori, se obţine tot o funcţie omografică dacă ((x) =
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Soluţie. Evident  det(
[image: image162.wmf]n

X

) = 0,  (det X)0 = 0, de unde  det X = 0. Fie 
[image: image163.wmf]ab

X

cd

æö

=

ç÷

èø

 cu ad ( bc = det X = 0. Utilizând relaţia lui Cayley – Hamilton, rezultă: 
[image: image164.wmf]1

()

nn

ab

Xad

cd

-

æö

=+=

ç÷

èø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image165.wmf]1

()

n

ab

TrA

cd

-

æö

ç÷

èø

 şi se obţine sistemul: 
[image: image166.wmf]1

1

1

1

()9(1)

()8(2)

()18(3)

()16(4)

n

n

n

n

ada

adb

adc

add

-

-

-

-

ì

+=

ï

+=

ï

í

+=

ï

ï

+=

î


Din ecuaţiile (1) şi (4) rezultă 
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10. Să se rezolve ecuaţia 
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15. Să se determine matricea A(Mn(() cu proprietatea: 
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b) A(S2(() ( A2((), rezultă că A = 
[image: image291.wmf]2

0

;

c) (()B(M2((), există S(S2(() şi A(A2(() unice, astfel încât M = S + A.
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[image: image300.wmf]2

0

A

=

.      c) Pentru M(M2(C), există 
[image: image301.wmf]1

()

2

t

SMM

=+

 şi 
[image: image302.wmf]1

()

2

t

AMM

=-

, unice, astfel încât M = S + A.

18. Să se demonstreze că şirurile de numere reale care satisfac relaţiile:




[image: image303.wmf]11

23

nnn

xxy

--

=+

;   
[image: image304.wmf]11

23

nnn

yxy

--

=-+

, 

sunt periodice şi au aceeaşi perioadă.

Soluţie. Avem: 
[image: image305.wmf]11

13

22

nnn

xxy

--

=+

; 
[image: image306.wmf]11

31

22

nnn

yxy

--

=-+

 sau 
[image: image307.wmf]11

ππ

cossin

33

nnn

xxy

--

=+

; 
[image: image308.wmf]11

ππ

sincos

33

nnn

yxy

--

=-+

, sau 
[image: image309.wmf]n

n

x

y

æö

ç÷

èø

= 

= A (
[image: image310.wmf]1

1

n

n

x

y

-

-

æö

ç÷

èø

,  n ( 1,  A =
[image: image311.wmf]ππ

cossin

33

ππ

sincos

33

æö

ç÷

ç÷

ç÷

-

èø

. Rezultă 
[image: image312.wmf]n

n

x

y

æö

ç÷

èø

=
[image: image313.wmf]n

A

(
[image: image314.wmf]0

0

x

y

æö

ç÷

èø

= =
[image: image315.wmf]ππ

cossin

33

ππ

sincos

33

nn

nn

æö

ç÷

ç÷

ç÷

-

èø

(
[image: image316.wmf]0

0

x

y

æö

ç÷

èø

.

Obţinem: 
[image: image317.wmf]00

ππ

cossin

33

n

nn

xxy

=×+×

 şi 
[image: image318.wmf]00

ππ

sincos

33

n

nn

yxy

=-×+×

, n ( 1. Deoarece 
[image: image319.wmf]6

nn

xx

+

=

 şi 
[image: image320.wmf]6

nn

yy

+

=

, (()n(0, rezultă că cele două şiruri sunt periodice de perioadă 6.

19. Fie 
[image: image321.wmf]10

1

A

kk

æö

=

ç÷

-

èø

, 3(k<n, n((. Să se arate că 
[image: image322.wmf]n

A

 este de forma 
[image: image323.wmf]10

n

nn

A

xy

æö

=

ç÷

èø

, unde 
[image: image324.wmf]n

x

,
[image: image325.wmf]n

y

( (*. Să se afle 
[image: image326.wmf]n

x

, 
[image: image327.wmf]n

y

 şi să se calculeze 
[image: image328.wmf]lim

x

®¥



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image329.wmf]1

nn

n

xy

k

+

+

.

Soluţie. Ecuaţia caracteristică matricei A este 
[image: image330.wmf]2

λλdet0

TrAA

-×+=

, adică 
[image: image331.wmf]2

λ(1)λ0

kk

-++=

, de unde rezultă că (1 = 1,  (2 = k, deci există matricele pătratice de ordinul doi B şi C, astfel încât 
[image: image332.wmf](1)

nnn

ABkC

=×+×

, (() n ( 1.

Pentru n = 0 şi n = 1, obţinem sistemul: 
[image: image333.wmf]2

BCI

BkCA

+=

ì

í

+=

î

, de unde obţinem 
[image: image334.wmf]10

10

B

æö

=

ç÷

-

èø

 şi 
[image: image335.wmf]00

11

C

æö

=

ç÷

èø

. Deci 
[image: image336.wmf]10

1

n

nn

A

kk

æö

=

ç÷

-

èø

 şi prin urmare 
[image: image337.wmf]n

x

=
[image: image338.wmf]1

n

k

-

, 
[image: image339.wmf]n

y

=
[image: image340.wmf]n

k

. Aşadar  
[image: image341.wmf]lim

x

®¥



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image342.wmf]1

nn

n

xy

k

+

+

= 2.

20. Fie matricea 
[image: image343.wmf]12

01

A

æö

=

ç÷

èø

.


a) Să se determine matricea X ( M2(() astfel încât XA = AX;


b) Să se rezolve în M2(() ecuaţia 
[image: image344.wmf]n

YA

=

.

Soluţie. a) Fie 
[image: image345.wmf]ab

X

cd

æö

=

ç÷

èø

. Din XA = AX rezultă sistemul: 
[image: image346.wmf]2

22

aca

cc

bdab

dd

+=

ì

ï

=

ï

í

+=+

ï

=

ï

î


Acesta devine: 
[image: image347.wmf]0

c

da

=

ì

í

=

î

, rezultă 
[image: image348.wmf]0

ab

X

a

æö

=

ç÷

èø

=
[image: image349.wmf]2

aIB

+

, unde 
[image: image350.wmf]0

00

b

B

æö

=

ç÷

èø

.

b) 
[image: image351.wmf]n

YA

=

 rezultă 
[image: image352.wmf]1

n

YAYYA

+

==

, atunci 
[image: image353.wmf]2

0

ab

YaIB

a

æö

==+

ç÷

èø

. Cum 
[image: image354.wmf]0

00

b

B

æö

=

ç÷

èø

, 
[image: image355.wmf]2

00

00

B

æö

=

ç÷

èø

 şi 
[image: image356.wmf]2

0

n

B

=

, (() n ( 2, prin urmare 
[image: image357.wmf]11

22

()

nnnn

n

YaIBaICaB

-

=+=+=

 =
[image: image358.wmf]1

12

01

0

nn

n

anab

a

-

æö

æö

=

ç÷

ç÷

èø

èø

. Rezultă sistemul: 
[image: image359.wmf]1

1

2

n

n

a

nab

-

ì

=

í

=

î

, de unde 
[image: image360.wmf]2

π2π

cossin

222

π2π

cossin

kk

ai

nn

akk

bi

nnnn

ì

=+

ï

ï

í

æö

ï

==+

ç÷

ï

èø

î

,  k = 0, 1, …, n ( 1.

Testul  1 

1. Se dau matricele: 
[image: image361.wmf]12

34

56

A

æö

ç÷

=

ç÷

èø

,  
[image: image362.wmf]21

32

01

B

-

æö

ç÷

=-

ç÷

èø

,  
[image: image363.wmf]42

10

24

C

æö

ç÷

=

ç÷

--

èø

. Să se calculeze: 

a) 
[image: image364.wmf]AB

+

,  b) B + C,  c) A ( B;  d) 
[image: image365.wmf]()

ABC

++

,  e) 
[image: image366.wmf]()

ABC

++

,  

f) 
[image: image367.wmf]()

ABC

-+

.

2. Fie A =
[image: image368.wmf]341

182

525

æö

ç÷

-

ç÷

èø

 şi B =
[image: image369.wmf]683

191

325

æö

ç÷

-

ç÷

-

èø

. Să se calculeze:

a) A + B;  b) A ( B;  c) 2A + B;  d) 4A ( 2B;   e) AB;  f) BA;  g) AB ( BA.

3. Să se determine matricele X din egalităţile:

a) 
[image: image370.wmf]0110

1001

X

æöæö

+=

ç÷ç÷

èøèø

;      b) 
[image: image371.wmf]001212

010323

100434

X

æöæö

ç÷ç÷

-=

ç÷ç÷

èøèø

.

4. Determinaţi x, y, z, t astfel încât să fie adevărată egalitatea:


[image: image372.wmf]14125157114

32

25243185214

xz

yt

--

æöæöæö

×+×=

ç÷ç÷ç÷

--

èøèøèø

.

5. Să se determine matricea X care verifică relaţia:




[image: image373.wmf]12122

01303

311269

X

-

æöæö

ç÷ç÷

-×=-

ç÷ç÷

--

èøèø

.

6. Determinaţi m(( pentru care există X(M2(() astfel încât 



(m ( 1)X + 
[image: image374.wmf]25

31

-

æö

ç÷

èø

=
[image: image375.wmf]813

73

-

æö

ç÷

èø

.

7. Se dă matricea  A(M3((), 
[image: image376.wmf]001

100

010

A

æö

ç÷

=

ç÷

èø

. Să se arate că:

a) 
[image: image377.wmf]3

3

AI

=

, unde 
[image: image378.wmf]3

I

 este matricea unitate din M3(();

b) are loc relaţia: 
[image: image379.wmf]2

333

()()0

AIAAI

-++=

; cum A ( 
[image: image380.wmf]3

I

, rezultă că:




[image: image381.wmf]2

33

0

AAI

++=

?  Să se justifice răspunsul.

8. Să se determine toate matricele X(M2(() care comută cu matricea 
[image: image382.wmf]12

24

A

æö

=

ç÷

èø

, adică pentru care avem 
[image: image383.wmf]AXXA

=

.

9. Fie 
[image: image384.wmf]001

100

010

A

æö

ç÷

=

ç÷

èø

. Să se determine X(M3(() astfel încât să avem:




[image: image385.wmf]XAAX

=

  şi  
[image: image386.wmf]2

3

t

XXXI

=×=

.

10. Fie matricea 
[image: image387.wmf]76

65

A

æö

=

ç÷

--

èø

. Să se determine a,b(( pentru care 
[image: image388.wmf]2

2

AaAbI

=+

 şi apoi să se arate că 
[image: image389.wmf]2

(1)

n

AnAnI

=+-

,  (()n((*.

11. Să se determine matricele A(M2((), 
[image: image390.wmf]ab

A

cd

æö

=

ç÷

èø

, a,b,c,d(( astfel încât 
[image: image391.wmf]2

01

10

A

æö

=

ç÷

èø

.

12. Să se rezolve ecuaţia 
[image: image392.wmf]2

140

241

X

æö

=

ç÷

-

èø

,  X(M2(().

13. Se consideră matricele: A =
[image: image393.wmf]25

310

æö

ç÷

-

èø

,  B =
[image: image394.wmf]32

49

-

æö

ç÷

èø

,  I2 =
[image: image395.wmf]10

01

æö

ç÷

èø

.

Să se demonstreze egalităţile:


[image: image396.wmf]2

2

1235

AAI

=-

,  
[image: image397.wmf]2

2

1235

BBI

=-

,  
[image: image398.wmf]1

(75)()

2

nnnn

ABAB

-=--

.

14. Fie n un număr natural strict pozitiv şi matricea A =
[image: image399.wmf]cos

αsinα

sin

αcosα

æö

ç÷

-

èø

. Să se determine (((, astfel încât 
[image: image400.wmf]2

n

AI

=

, unde 
[image: image401.wmf]2

I

 este matricea unitate.

15. Să se determine matricele A =
[image: image402.wmf]ab

cd

æö

ç÷

èø

, a,b,c,d(( pentru care 
[image: image403.wmf]n

A

=
[image: image404.wmf]nn

nn

ab

cd

æö

ç÷

èø

, (()n((*.

16. Să se determine toate matricele X(M3,1(() care verifică relaţia:




[image: image405.wmf]1

0

0

n

k

k

AXn

=

æö

æö

ç÷

×=

ç÷

ç÷

èø

èø

å

, când A =
[image: image406.wmf]101

010

101

æö

ç÷

ç÷

èø

.

17. Fie matricea A(Mn((). Arătaţi că A se poate scrie în mod unic sub forma 
A = B + C, unde 
[image: image407.wmf]t

BB

=

 şi 
[image: image408.wmf]t

CC

=-

. Determinaţi B şi C în cazul în care  
[image: image409.wmf]456

327

458

A

-

æö

ç÷

=

ç÷

-

èø

.

18. Arătaţi că 
[image: image410.wmf]30

30

1310

2

01

31

æö

æö

=×

ç÷

ç÷

-

èø

èø

.

19. Să se arate că ecuaţia 
[image: image411.wmf]51

00

n

X

-

æö

=

ç÷

èø

, n((, n ( 2, nu are soluţii în M2(().

20. Se dau matricele 
[image: image412.wmf]13

01

A

æö

=

ç÷

èø

 şi 
[image: image413.wmf]35

X

ab

æö

=

ç÷

èø

.

a) Să se determine a şi b astfel încât 
[image: image414.wmf]AXXA

=

.       b) Să se calculeze 
[image: image415.wmf]n

A

.

21. Să se determine matricea X(M2(() astfel încât 
[image: image416.wmf]2

715

1512

X

-

æö

=

ç÷

-

èø

.

22. Fie matricea 
[image: image417.wmf]38

23

A

æö

=

ç÷

-

èø

. Determinaţi matricele X(M2(() cu proprietatea 
[image: image418.wmf]2

XA

=

.

23. Să se rezolve în M2(() ecuaţia: 
[image: image419.wmf]3

32

21

X

-

æö

=

ç÷

-

èø

.

24. Fie matricea 
[image: image420.wmf]20

42

A

-

æö

=

ç÷

-

èø

. Să se determine matricele X(M2(() cu proprietatea: 
[image: image421.wmf]3

3

XXA

-=

.

25. Fie A =
[image: image422.wmf]30

05

æö

ç÷

èø

. Determinaţi matricea B =
[image: image423.wmf]1

n

k

k

A

=

å

,  n((*.

26. Fie matricea A =
[image: image424.wmf]1

01

a

æö

ç÷

èø

(M2((). Se cere:

a) Să se arate că A verifică ecuaţia: 
[image: image425.wmf]432

2

230

XXXXI

-+-+=

;

b) Să se determine toate matricele X(M2((), astfel încât 
[image: image426.wmf]AXXA

=

;

c) Să se calculeze 
[image: image427.wmf]n

A

, n((, n ( 1;

d) Să se calculeze 
[image: image428.wmf]12

...

n

SAAA

=+++

.

27. Să se determine matricele A,B(M2(Q), ştiind că: 
[image: image429.wmf]55

23

128

AB

--

æö

-=

ç÷

-

èø

  şi  
[image: image430.wmf]44

2

76

AB

--

æö

-=

ç÷

-

èø

.

28. Se dă matricea A =
[image: image431.wmf]cos

α0sinα

010

sin

α0cosα

æö

ç÷

ç÷

-

èø

 cu (((.

a) Să se calculeze 
[image: image432.wmf]n

A

 pentru n((*.

b) Să se calculeze 
[image: image433.wmf]1

n

k

k

A

=

å

, scriind-o sub forma cea mai simplă.

c) Fie matricele C =
[image: image434.wmf]x

y

z

æö

ç÷

ç÷

èø

 şi D =
[image: image435.wmf]sin3

α

tg 3

α

cos3

α

æö

ç÷

ç÷

èø

. Să se afle x,y,z(( astfel ca 
AC = D.

29. Se consideră matricea A =
[image: image436.wmf]3020

0302

2030

0203

æö

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

. Să se calculeze 
[image: image437.wmf]n

A

.

30. Fie matricea 
[image: image438.wmf](

)

1,3

ij

ij

Aa

££

=

, unde 
[image: image439.wmf](1),dac

ă

0,dac

ăj

(1),dac

ă

ij

ij

ijk

j

ij

ai

Cij

+

+

ì

-=

ï

=>

í

ï

-<

î

, i,j({1, 2, 3}.

Să se calculeze 
[image: image440.wmf]n

A

.

31. Fie n ( (, n ( 2 şi a ( (. Determinaţi matricea 



[image: image441.wmf]1

1

0

cos2

α0

1cos2

α

k

n

n

k

k

A

-

+

=

æö

=

ç÷

èø

Õ

.

32. Determinaţi matricea A ( M3(()  cu proprietatea că 
[image: image442.wmf]4

78

47

A

--

æö

=

ç÷

-

èø

.

33. Să se determine perechile de numere complexe (u, v) pentru care matricea 
[image: image443.wmf]uvv

Avuv

vvu

æö

ç÷

=

ç÷

èø

(M3(() îndeplineşte condiţia 
[image: image444.wmf]3

3

9

AI

=

.

34. Fie matricea 
[image: image445.wmf]2

2

11

241

1

(1)

32

k

k

k

A

kk

kk

æö

æö

-

ç÷

ç÷

-

èø

ç÷

=

ç÷

+

ç÷

++

èø

(M2((). Să se calculeze 
[image: image446.wmf]1

n

k

k

BA

=

=

å

.

35. Se consideră matricea cu coeficienţi reali 
[image: image447.wmf]00

01

00

a

Ab

b

æö

ç÷

=

ç÷

èø

. Să se stabilească o formulă de calcul a matricei 
[image: image448.wmf]n

A

, n ( 2 şi să se demonstreze această formulă prin metoda inducţiei matematice.

36. Fie 
[image: image449.wmf]22

22

cossin

sincos

xx

A

xx

æö

=

ç÷

èø

. Să se calculeze: a) 
[image: image450.wmf]n

A

;      b) 
[image: image451.wmf]lim

n

®¥



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image452.wmf]n

A

.

37. Fie 
[image: image453.wmf]111

011

001

A

æö

ç÷

=

ç÷

èø

. Să se calculeze 
[image: image454.wmf]n

A

 şi apoi 
[image: image455.wmf]1

n

i

i

A

=

å

.

38. Fie 
[image: image456.wmf]727

1141

727

A

æö

ç÷

=

ç÷

èø

. Să se determine 
[image: image457.wmf]n

A

, n((*.

39. Să se calculeze 
[image: image458.wmf]n

A

, n((*, A(M3((), unde A =
[image: image459.wmf]230

023

002

æö

ç÷

ç÷

èø

.

40. Fie matricele A,B,C(M3((): A=
[image: image460.wmf]121

011

101

-

æö

ç÷

ç÷

-

èø

; B=
[image: image461.wmf]101

210

111

-

æö

ç÷

ç÷

-

èø

; C=
[image: image462.wmf]222

221

212

-

æö

ç÷

--

ç÷

-

èø

.

a) Să se calculeze 
[image: image463.wmf]()

n

ABC

++

, n((*.

b) Să se găsească X,Y,Z(M3(R), astfel încât 
[image: image464.wmf]XYA

YZB

ZXC

+=

ì

ï

+=

í

ï

+=

î


41. Să se rezolve ecuaţia: 
[image: image465.wmf]2

728

32624

153056

X

æö

ç÷

=

ç÷

èø

 ştiind că 
[image: image466.wmf]0

ij

x

=

 pentru 
[image: image467.wmf]4

ij

+=

, (i,j = 1, 2, 3), unde 
[image: image468.wmf]ij

x

 sunt elementele matricei X.

42. Fie 
[image: image469.wmf]222
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