PROBLEME DE NUMARARE

ABSTRACT. Articolul prezinta cateva aspecte teoetice insotite de prob-
leme prin care se pun in evidenta unele modalitati de a se realiza numararea
in diferite situatii.

Lectia se adreseaza clasei a V-a.
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De la inceput trebuie sa remarcam faptul ca problemele de numarare sunt
in general probleme care nu se adreseaza unei clase anume. In cele mai multe
cazuri rezolvarea unei probleme de numarare nu necesita cunostiinte foarte
avansate de matematica. Pentru o mai buna intelegere a temei vom rezolva
impreuna cateva probleme de acest gen pe care le vom comenta.

Problema 1: La inceputul programului casiera de la casa de bilete a
unui teatru constata ca primul bilet vandut are numarul 25437. La sfargitul
programului aceasta constata ca ultimul bilet vandut are numarul 25643.
Cate bilete a vandut casiera?

Solutie: Vom gandi astfel: sa presupunem ca s-au vandut n bilete si ca
primul bilet vandut este reprezentat de segmentul din figura de mai jos.

In continuare vom reprezenta prin segmente numerele celorlalte bilete
vandute.

Biletul 2
.—.1—.
Biletul 3
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Biletul 4
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Observand ca la biletul 2 adunam 1, la biletul 3 adunam 2, la biletul 4
adundm 3, putem afirma ca la biletul n vom aduna n — 1.
Biletul n

n-1

Cum numarul biletului 1 este 25437, iar numarul biletului n este 25643
inseamna ca n — 1 = 25643 — 25437 sau n — 1 = 206, de unde n = 207.

In concluzie s-au vandut 207 bilete.

Putem acum sa raspundem la intrebarea: ”Fie a si b doua nu-
mere naturale, a < b. Cate numere naturale avem de la ¢ pana la
b?

Procedand ca mai sus intrebarea noasta poate avea trei raspunsuri.

1. Daca sunt numarate si numerele « si b, atunci vom avea b—a—+1
numere;

2. Daca este numarat numai unul dintre numerele a si b, atunci
vom avea b — ¢ numere;

3. Daca nu se numara nici a nici b, atunci vom avea b —a — 1
numere.

Problema se poate rezolva asemanator si in cazul in care nu-
merele nu sunt consecutive , dar cresc cu aceeasi valoare, r. in
acest caz, daca a si b sunt primul, respectiv ultimul numar din
secventa, atunci numarul de numere este egal cu (b—a) : r+ 1.

Exemplu: Avem numerele 3; 7, 11; 15,...,51. Cate numere sunt
in aceasta secventa?

Se observa ca, incepand cu al doilea, fiecare numar este cu 4 mai
mare decat precedentul. Atunci numarul de numere din secventa
va fi (51 —3):4+ 1, adica 13.

Problema 2: Cate numere de trei cifre se pot forma astfel incat cifra
sutelor sa fie 2, 4, 5 sau 7, cifra zecilor sa fie 3 sau 5, iar cifra unitatilor sa
fie 0, 1, 2, 3 sau 47

Solutie: Gandim astfel. Cifra sutelor poate avea 4 valori: 2, 4, 5 sau 7.
Pentru o valoare a cifrei sutelor (sa zicem 2) cifra zecilor poate avea 2 valori:
3 sau 5. Inseamni ci atunci cand am fixat si cifra sutelor si cifra zecilor
avem 4 x 2 numere. Pentru fiecare dintre aceste numere cifra unitatilor poate
avea 5 valori: 0, 1, 2, 3 sau 4. Rezulta ca in total sunt 4 x 2 x 5 numere,
adica 40 de numere.

Problema de mai sus ne arata ca daca avem de efectuat mai
multe operatii succesive (O1,0s,...,0,) si fiecare operatie poate fi
efectuata intr-un numar de moduri (O; in m; moduri, Oz in my
moduri,...,0, in m, moduri), atunci sucesiunea tuturor operatiilor
poate fi efectuata in m; x ma x ... x m;, moduri.

In problema prezentati mai sus operatiile succesive sunt: Op: Inlocuirea
cifrei sutelor, iar numarul de moduri este m; = 4, Os: 1Inlocuirea cifrei
zecilor, iar numarul de moduri este ms = 2 gi O3: Inlocuirea cifrei unitatilor,
iar numarul de moduri este m3 = 5.
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Problema 3: Un ogar alearga pe o pista ca cea din figura de mai jos. La
fiecare salt parcurge 4 casute. In care casuta se va afla dupa 157 de salturi?

H G F E D
J c
K B
L A
M N o P Q | START

Solutie: Ne gandim ca pentru o numarare mai rapida ar fi minunat ca
dupa un numar de salturi ogarul sa ajunga din nou in casuta de start. Sa
vedem daca acest lucru se intampla. La saltul 1 ogarul este in casuta D;
la saltul 2 se afla in casuta H; la saltul 3 se afla in casuta L; la saltul 4 se
afla in casuta P; la saltul 5 se afla in casuta B; la saltul 6 se afla in casuta
F; la saltul 7 se afla in casuta J; la saltul 8 se afla in casuta IV; la saltul 9
se afla in casuta START. Deci, la fiecare 9 salturi ogarul revine in casuta
START. Atunci ne intrebam de cate ori se cuprinde 9 in 1577 In urma
impartirii (157:9) obtinem catul 17 gi restul 4. Asta inseamna ca ogarul face
17 ture de cate 9 salturi si apoi mai face 4 salturi. Dupa cele 17 ture se
va afla in casuta START. Acum, pana la cel de-al 157-lea salt mai are de
efectuat 4 salturi. Deci se va afla in casuta P.

Sa remarcam ca la acest gen de problema munca ne-a fost ugurata
de faptul ca fenomenul se repeta dupa un numar de pasi, adica se
ajunge in situatia de la care s-a pornit.

Si acum sa rezolvam Impreuna cateva probleme.
Problema 1. La un turneu de fotbal participa n echipe, care joaca fiecare

cu fiecare cate un meci. Cate meciuri se joaca in total in turneu?

Solutia 1: Sa numim echipele Ey, Fs, Fs, ... E,.
Pentru inceput avem meciurile:

FEqicu Ey, E1 cu E3, Fq cu Ey, ..., E1 cu E,, In total n — 1 meciuri.
Apoi,
FEs cu E3, 5 cu Ey, E5 cu Es, ..., Es cu E,, in total n — 2 meciuri.

Atentie! Fy a jucat deja cu Ej.
In continuare avem

FEs cu E4, E5 cu E5, E5 cu Eg, ..., E3 cu E,, in total n — 3 meciuri.
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FE,,_1 cu E, adica 1 meci.

Atunci, numarul total de meciuri va fi
1+24+3+...+(n—1).

Rezultatul acestei sume este, aga cum ne-a invatat Gauss, n(n — 1) : 2.

Solutia 2: Problema poate fi privita gi astfel: Orice meci se desfasoard
intre doud echipe.

Atunci, prima echipa poate fi aleasa in n moduri, iar a doua echipa in
n — 1 moduri.

Atentjie! In acest fel meciurile au fost numéarate de dous ori. Am numérat
si F1 cu F», dar si Ey cu E, ete.

Acestea fiind spuse, folosind regula produsului, numarul de meciuri este
n(n—1):2.

Comentariu. Cele doua rezolvari pot reprezenta o justificare a faptului

ca
1+24+3+..+(n—1)=n(n—-1):2.

Problema 2. Se considera tabloul patratic

1 2 3 .. 25
26 27 28 ... 50
51 52 b3 ... 75
601 602 603 ... 625

Aflati numarul scris in centrul tabloului.

Solutie. Trebuie sa stabilim in primul rand care este centrul acestui tablou.
Evident tabloul are 25 de coloane gi tot atatea linii (randuri). Inseamns ci
centrul tabloului este acolo unde se intersecteaza coloana a treisprezecea cu
linia a treisprezecea.

Pe fiecare linie numerele sunt consecutive. Astfel pe locul doi este numérul
de pe primul loc plus 1, pe locul trei este numéarul de pe primul loc plus 2
si asa mai departe. Pe locul 13 va fi numarul de pe primul loc plus 12.

Sa vedem acum care este numarul cu care incepe linia a treisprezecea.

Observam

Linia 1 incepe cu 1,iar 1 =25-0+1
Linia 2 incepe cu 26, iar 26 =25-1+1
Linia 3 incepe cu 51, iar 51 =25-2+1

Linia 25 incepe cu 601, iar 601 = 25-24 + 1
Atunci
Linia 13 incepe cu 25 - 12 + 1 = 301.

In aceste conditii numérul din centrul tabloului va fi

301 4+ 12 = 313.
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Problema 3. Un numar natural se numeste palindrom daca el coincide cu
rasturnatul sdu. Cate numere palindrom de 5 cifre exista.

Solutie. Daca numarul este palindrom, atunci are forma abcba, unde cifrele
a, b, ¢ pot fi i egale. Deoarece a poate fi inlocuita cu 9 cifre (nu poate fi
0), b poate fi inlocuit cu 10 cifre, iar ¢ tot cu 10 cifre, inseamna c& vom avea

9-10-10 =900

de numere palindrom.

Problema 4. Pe 1 ianuarie 2005 doua vapoare pleaca din portul Constanta.
Primul sta pe mare 15 zile, se intoarce pentru 3 zile, apoi pleaca din nou in
cursid. Al doilea sta pe mare 20 de zile, se intoarce pentru 4 zile, apoi pleaca
din nou in cursa.

a) De cate ori, pe parcursul anului 2005, cele doua vapoare vor pleca
simultan din Constanta?

b) Cate zile din 2005, cele doua vapoare se vor afla in port in acelagi timp?

Solutie. a)Vom numi PAS numarul de zile petrecute pe mare plus numarul
de zile petrecute in port de un vapor.

Pentru primul vapor 1 PAS are 18 zile (15+3), iar pentru al doilea vapor
1 PAS are 24 de zile (20+4).

Numarul de zile pana la urmatoarea plecare simultana din port inseamna
un numér intreg de PASI parcursi de cele doud vapoare. Asta inseamna ca
numarul de zile pana la urmatoarea plecare simultana este atat multiplu al
lui 18 cat si multiplu al lui 24. Altfel spus, daca primul vapor face n PASI,
iar al doilea m PASI, atunci

18- n=24-m
sau, prin impartire la 6 avem
3-n=4-m

Trebuie gasite cele mai mici numere naturale pentru care egalitatea de
mai sus este adevarata. Se observa imediat ca pentrun = 4 si m = 3
egalitatea este adevarata.

Inseamni ¢ numirul de zile pana la urmatoarea plecare simultana din
port este 72 (18 - 4 sau 24 - 3).

Pentru a vedea de cate ori, pe parcursul anului 2005, cele doua vapoare
pleaca simultan din port trebuie sa vedem de cate ori se cuprinde 72 in 365
(numaérul de zile dintr-un an).

Cum 365 impartit la 72 da catul 5 si restul tot 5 inseamna ca vapoarele
pleaca simultan din port de 6 ori (Sa nu uitam de plecarea de la 1 ianuarie!)

b) In desenul de mai jos am reprezentat ce se intampla intr-un interval
de 72 de zile. Segmentele albastre reprezinta numaéarul zilelor petrecute pe
mare, iar segmentele rosii reprezinta numarul zilelor petrecute in port.
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Se observa ca singura perioada cand cele doua vapoare se afla in acelasi
timp in port este la sfargitul celor 72 de zile. Cele doud vapoare stau in
acelasi timp in port timp de 3 zile.

Cum cele doua vapoare pleaca simultan din port de 5 ori (aici nu trebuie
s& mai numaram plecarea din 1 ianuarie) inseamna ca ele se vor afla in
acelasgi timp In port timp de

3-5=15( zile)
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