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E. TEMATICA PENTRU DISCIPLINA DE CONCURS
MATEMATICA INVATATORI TITULARIZARE

1. Elemente de teoria multimilor
o1 Notiunea de multime: element, apartenenta, reprezentarea multimilor Prof Dr Bogdan C tin, Cepoi Delia

1.2.1. Notiunea de multime: element, apartenenta, proprietaiti

Multimile vor fi notate, in general, cu litere mari din alfabetul latin: A4,

M, X etc, iar partile componente ale acestora vor fi numite elemente ale multimilor si
vor fi notate in general cu litere mici din alfabetul latin: a, m, x etc.

Cuvéantul ,,element” va insemna fie obiectul a carui apartenentd la multime se
examineaza, fie simbolul acelui obiect.
Din punctul de vedere al modului in care este datd o multime, distingem doua cazuri:

a) Multimi date prin evidentierea unei proprietdti pe care o au toate elementele
multimii respective si pe care o au toate obiectele (elementele):

A=multimea copiilor dintr-o sald; B=multimea

studentilor din Romania; C=multimea literelor din

alfabetul grec;

D=multimea punctelor de pe o dreapta (o infinitate de punte);

F=multimea atomilor din Univers (o infinitate de particule);
b) Prin enumerarea elementelor componente (simbolurile lor fiind scrise ntr-o

acolada):
M={0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}, multimea cifrelor arabe;
T={a,, a,, .., a,}, multimea formatd din n elemente notate cu
simbolurile a,, a,, ..., a,.

Observatii: In scrierea unei multimi, elementele fiind distincte, un element
se trece o singura datd. Spre exemplu, scrierea {a, b, a} nu este corectd, cici elementul a

este trecut de doud ori.

O multime poate avea un numadr nesfarsit (o infinitate) de elemente
(A, B,C, M, P, V, T), un singur element (G) sau nici un element (H, I);
multimea care nu contine nici un element se numeste multime vida si

se noteaza ,,0”.
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de legitura folosit in teoria multimilor.
Daca ,,elementul a apartine multimii A”, acesta se scrie: ,,ae A”.

Daci ,,elementul a nu apartine multimii A”, acesta se scrie: ,,ag A”.

02 Relatia de incluziune, egalitatea intre multimi Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

1.2.2.Relatia de incluziune, egalitate intre multimi

Relatiade incluziune

Daca orice element x al unei multimi A este si element al altei
multimi E, atunci spunem cd multimea A este o submultime (sau o parte) a

multimii E, ceea ce se scrie:
Ac B

si se citeste ,,multimea A este inclusa (continutd) in multimea E”.
Folosind scrierea cu simboluri, dacd A este o submultime inclusa sau egala cu E,

avem: Ac B
Exemple:

% Daca A= {1,2,5,6}siE={1,2,3,4,5,6,7,8, 9} atunci avem A C
E.

1. Referindu-ne la multimile de numere N, Z, Q, R, intre cle avem
relatiile de incluziune:

NcZcQcRsau N, ,cN; N, ,,cN;IcR

2. Daca vom considera doud intervale de numere reale

A=[3,6] si B=[2, 9], se observa usor pe axa numerelor reale cA AcB .
A={x|p(x)} adicd "A este multimea acelor elemente x pentru care are loc p(x)”.

Egalitatea multimilor

Doud multimi A si B sunt egale atunci cand sunt formate din aceleasi
elemente.
Aceasta Tnseamna ci toate elementele mulfimii A apartin si multimii

B (A cB) si toate elementele multimii B apartin i multimii A (Bc A).
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1. A={1,3,5,7,9}
B=Multimea primelor numere impare, pana la 10. Evident avem
A=B pentru ca B={1, 3, 5, 7, 9}.
Doua multimi egale sunt echivalente, dar doud multimi echivalente

nu sunt neaparat egale.

03 Submultimi; determinarea unor submultimi Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

SUBMULTIMI:

*0 rugdminte am si ew: Dd te rog un share -o distribuire(la acest articol si la articolele postate pe acest blog) pe
facebook in diverse grupuri(sau pe alte retele de socializare) ca sd stie cit mai multi de existenta acestor
materiale! MULTUMESC!*

Definitie: Spunem cd multimea A este SUBMULTIME a multimii B dacd orice element care apartine multimii A apariine si
mulitmii B. NOTAM AcE si citim ,multimea A este INCLUSA in multimea B* sau ,,multimea A este submultime a multimii B”.

n caz contrar spunem ca multimea A nu este submultime a multimii B si notam A¢B (citim ,multimea A nu este inclusa in
multimea E” sau A nu este submultime pentru B*).

Exemple: Pentru A={2,4,6} si B={1,2,3,4,5,6} ==AcB.
Pentru A={1,2,3} si B={0,2,9,15} ==A«B.

S3 ne reamintim! a)Numiirul de elemente ale unei multimi M se numeste cardinalul multimii M si se noteazd card
M. EXEMPLU: Multimea A={1,2,6,7,19} contine 5 elemente, asadar card A=5. b)Mulfimea care nu are niciun element
se numeste MULTIMEA VIDA si se noteazd cu 0.

OBSERVATTI SUBMULTIMI! a)Orice multime este propria ei submultime; b)Multimea vida este submultime pentru orice
multime; c)O multime A cu n elemente, unde n este numdar natural, admite 2/n (2 1a puterea n) SUBMULTIMI!
Exemphu: Cate submultimi admite multimea B={0,5,9,10}? R:Multimea B admite Z 1a puterea 4 submultimi =16 submultimi.
d}Doud multimi A si B sunt egale daca si numai dacid AcB si BcAl

EX.1) Stahiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
afijll={Lijkm}; b){1,3,5,7}#(1,3,5,9}; c){{ma}c{t,e,m,a}.
REZOLVARE EX.1):
a){ij.k1}={1ij,km} -FALS;
b){1,3,5,7}#{1,3,5,9} -ADEVARAT;
¢){m,a}c {t,e,ma}-ADEVARAT.
EX.2) Precizati cate submultimi contine multimea A={0,5,10,15,20,200}.
REZOLVARE EX.2) A={0,5,10,15,20,200} :

cardA=6. Multimea A contine 6 elemente=> Multimea A admite ,,2 la puterea a-6-a” submultimi
=2e20202¢2¢2= 64 de submultimi.

EX.3) Scrieti toate submultimile multimii A={1,2,3}.

3
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REZOLVARE EX.3) A={1,2,3}:

Submultimile lui A sunt: Al={1}, A2={2}, A3={3}, Ad={1,2}, A5={1,3}, A6={2,3}, A7T={1,2,3} si
A8={@}. Sunt in total 8 submultimi. Verificarea numarului corect de submultimi se face ca la exercitiul
2: A={1,2,3}=>Multimea A contine 3 elemente=> Multimea A admite ,,2 la puterea a-3-a” submultimi
=2¢2¢2= 8 submultimi.

EX.4) Fie multimile C={x eN*/x<4} si D={z eN[z=4-x,x €C}. Verificati daci C=D.

REZOLVARE EX.4) C={xeN*/x<4} si D={zeN/z=4-x,x €C}:

C={x eN*/x<4}={1,2,3,4}.

D={z eN/z=4-x,x €C}

x=1=>z=4-x=4-1=>7=3;

x=2=>7=4-x=4-2=>7=2;

x=3=>7=4-x=4-3=>7=1,

x=4=>7=4-x=4-4=>7=0 =>D={3,2,1,0}. Cum C={1,2,3,4}=>C#D.

EX.5) Determinati cardinalul multimii E daca multimea E are 32 de submultimi.

REZOLVARE EX.5) Multimea E are 32 de submultimi. Dar numarul de submultimi ale unei multimi este
egal cu ,,2 la puterea n”, unde n reprezinta cardinalul acelei multimi. Asadar 2An=32=>n=5. (2*n
nseamna ,,2 la puterea n”. Cum ,,2 la puterea a 5-a” este 32 rezulta ca n este egal cu 5).

04 Operatii cu multimi: reuniunea; intersectia; diferenta. Complementara unei multimi.
Produsul cartezian. Proprietatile operatiilor cu multimi Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Operatii cut MULTIMI:
A) REUNIUNEA MULTIMILOR:

* Reuniunea multimilor 4 si B este multimea notatd AuB feitim A reunit cu B%), care este formatd din toarte elementele
celor doud multimifcele comune luate o singurd datd),

* REUNIUNEA: AuB={

* EXEMPLU: Pentru A={

£A sau xeB}:
i

ia
LT

A B

AUB={12578
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B) INTERSECTIA MULTIMILOR:

Intersectia multimilor A si B este multimea notatd AMNB (citim .4 intersectat cu B”), care este formartd din elementele
COMUNE celor doud mulrimi,

= INTERSECTIA
= EXEMPL

A B

ANB=(1,3)

C) DIFERENTA MULTIMILOR:

Diferenta multimilor A si B este multimea notatd AB (citim .4 minus B7)L care este formard din elementele primei
multimi care nu se gﬁsesc in a doua multime.Purem nota si A-B..

+ DIFERENTA: &\B={x/x
EXEMPLIL Pe

intelegem

multim

A

B\A=B-A={7,9,18,20}

D) PRODUSUL CARTEZIAN:

Produsul cartezian (AXE -citim .4 ori B7} este multimea formatd di
element din prima multime gi al doilea element din a dowa multime.
+ PRODUSUL CARTEZIAN: AxB={(a.b)/acA sibeB}L;

+« EXEMPLL: Pentru A={2.6.5} 51 B={0.2,8.10}=> AxB={(2,00,(2,2).(2.8

{12008 3]

.8):02,100.06,00,(6,2).(6.8),(6,10).(2.0),(9.2).(9,8).(9,10)].

n toate perechile ordonate formate ludnd primul

FISA DE LUCRU —OPERATII CU MULTIMI:

EX.1) Se considera multimile A={ef,g} si B={a,e,g,h}
° Determinati: a)AUB; b)ANB; c)B-A; d)A\B.

5
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EX.2) Se considera multimile A={0,2,4,6} si B={2,3,4}.

Determinati: a)AUB; b)ANB; ¢)B-A; d)A\B; e)BXA; f)AXB.

EX.3) Fie multimile C={x&V*/x<4} si D={x&N/x<3}.

Verificati daca:

(DNCO\D=(D\C)ND.

EX.4) Determinati multimile E si F daca indeplinesc simultan conditiile:
EUF={3,4,5,6,7,8}, ENF={3,4,5} si E\F={6,7}.

Exercitii rezolvate -FISA DE LUCRU —OPERATII CU
MULTIMI:

REZOLVARE EX.1): A={e,f,g} si B={a,e,g,h}.

a)AUB={a,e,f,g,h};

b)AnB={e,g};

c)B-A={a,h};

d)A\B={e}.

REZOLVARE EX.2): A={0,2,4,6} si B={2,3,4}.

a)AUB={0,2,3,4,6};

b)ANB={2,4};

c)B-A={3};

d)A\B={0,6};
e)BXA={(2,0),(2,2),(2,4),(2,6),(3,0),(3,2),(3,4).(3,6),(4,0),(4,2),(4,4),(4,6)};
f)AXB={(0,2),(0,3),(0,4),(2,2),(2,3),(2,4),(4,2),(4,3),(4,4),(6,2),(6,3),(6,4)}.
REZOLVARE EX.3): C={x EN*/x<4} si D={x EN/x<3}.

Asadar C={1,2,3,4} si D={0,1,2}.

DNC={1,2}, D={0,1,2} =>(DNC)\D={@}.

D\C={0}, D={0,1,2} =>(D\C)nD={0}.

in concluzie: (DNC)\D#(D\C)ND.

REZOLVARE EX.4): EUF={3,4,5,6,7,8}, ENF={3,4,5} si E\F={6,7}:
E\F={6,7} =>Doar multimea E contine elementele 6 si 7.

ENF={3,4,5} =>Elementele 3, 4 si 5 se gasesc si in E si in F. Din reuniune ar ramane ca 8 se gaseste in
F.

Asadar E={3,4,5,6,7} si F={3,4,5,8}.

05 Relatia de echipotenta; cardinalul unei multimi Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

2. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE.

2.1. Relatia de echipotenta

2.2, Cardinalul unei multimi
Definitie. Fie A si B multimi. Spunem ca multimile Asi B sunt echipotente daca exista o
functie bijectiva f : 4 - B. Notam prin 4~ B faptul ca A si B sunt echipotente.

Exemplu.

Daca A={1,2,3}, B={ a,b,c}, atunci f: 4 — B definita prin f(1)=a, f(2)=b, f(3)=c este

bijectiva, deci A si B sunt echipotente.
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Teoremi.
Relatia "~ " este o relatie de echivalenta.
Demonstratie.

Reflexivitatea: 4 ~ A rezulta din faptulcal,: 4 — 4,1, (x) =x,Vx € A este bijectiva.

Simetria: A~ B => B= A rezulta din faptul ca daca f:4— B este bijectiva, atunci si
/7B — A este bijectiva.

Tranzitivitatea: (A= B si BC) = A= rezulta din faptul ca daca f:4—> B si
g:B — C sunt functii bijective atuncisi go f : 4 > C este bijectiva.

Relatia " ~" fiind reflexiva, simetrica si tranzitiva, inseamna ca este o relatie de echivalenta,
deci imparte multimile in clase de echivalenta.

O clasa de echivalenta, definita de relatia de echipotenta, se noteaza prin simbolul

| | si se numeste numar cardinal sau puterea fiecarei multimi din clasa respectiva.

Daca multimile A,B sunt echipotente, ele au aceeasi putere si li se asociaza acelaai
numar cardinal.

Notam cardinalul multimii A cu |A| .

Prin definitie,

Al=|B|< 4~B.
Observatie

O modalitate mai simpla de a intelege notiunea de cardinal al multimii A este de a

gandi |A| ca reprezentand numarul de elemente ale multimii A.

In cele ce urmeza vom da céteva detalii referitoare la introducerea notiunii de
cardinal. Consideram o relatie de echivalenta (care este reflexiva, simetrica
sl tranzitiva) intre multimi oarecare (relatia de echipotenta).
Definitie. Doud multimi A si B e numesc echipotente si scriem A~B daci existd o
aplicatie bijectiva f: A—B. Relatia de echipotentd este o relatie de echivalenta pe clasa
tuturor multimilor. Intr-adevar:

e Pentru orice multime A avem A~A deoarece aplicatia identicd 1,: A—A este

bijectiva.
o Daci f: A—B este o aplicatie bijectivi, aplicatia inversa f' : B—A

este de asemenea bijectiva si aceasta aratd cda A~B = B~A.

7
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e Compunerea a doud aplicatii bijective este de asemenea o aplicatie bijectiva, si

aceasta arati ci din

A~BA B~C= A~C.
Definitie. Clasele de echivalentd modulo relatia de echipotentd se numesc

numere cardinale. Mai precis, pentru orice multime A, clasa de echivalenti a

lui A modulo-relatia de echivalentd se noteaza cu |A| si se numeste
cardinalul (sau numar cardinal) al multimii A. Deci, cardinalul mulfimii A

este clasa tuturor multimilor echipotente cu A.
Exemple.

a Cardinalul multimii vide @ este numarul (cardinal) 0.

a Cardinalul multimii vide {0} este numarul (cardinal) 1.

a Cardinalul multimii {0,1} este numarul (cardinal) 2 etc. S& retinem faptul cé pentru
doud multimi A si B avem

|A|=|B| & A~B.
Alz{la 25 3, 4}, Card( Al):4

A,= {rosu, negru, galben, verde}; card( 4, )=4
A, = {est, vest, sud, nord}; card( 4, =4

A,={luni, marti, miercuri, joi}; card( 4, )=4
% Mulfimea numerelor naturale (N) si mulfimea numerelor pare ( N,, )

sunt echivalente (au aceeasi putere) pentru cé intre ele se poate stabili
o corespondentd biunivoca astfel:
N={0, 1525 3, sy Bs s}
S I
N,,={0,2,4,6, ..., 2n, ..}
% Multimea numerelor naturale (N) este echivalentd cu multimea
numerelor naturale impare ( NV,, ,, ), deci au aceeasi putere:
N =40, 152 3, vom B; wny
S I
Ny =1L 355 Ty 2015 s}
Definitie. O multime infinitd ale carei elemente se pot numerota, punindu-se

in corespondentd biunivocd cu sirul natural, se numeste numdrabild.
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Deci toate multimile care au aceeasi putere (echivalente) cu multimea numerelor
naturale sunt numdrabile. Spre exemplu, multimea numerelor

arc, multimea numerelor impare, multimea numerelor prime si, in general,
b b

2. Multimi de numere

Multimea numerelor naturale (N); multimea numerelor intregi (Z); multimea numerelor
rationale (Q); multimea numerelor irationale (R\Q)

Numere naturale

0 Axiomele lui Peano

2.3. Axiomele lui Peano Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia
Multimea numerelor naturale constituie un sistem (N,0,f) format dintr-o multime N,
un element fixat 0 € N al sau si o functie f: N — N (numita funie de succesiune) pentru

care sunt satisfacute urmatoarele axiome:

PlyneN=f (n) # 0 (0 nu este succesorul nici unui numar natural)
P2) daca n,me N, f(n)= f(m), atunci n=m
P3)daca M = N si0e M si (neM:f(n)eM) atunci M = N

Elementul 0 poarta numele zero.
Observatie

Axioma P3) sta la baza demonstratiei prin inductie.
Teoremd. Fie (N,0,f) un sistem Peano. Atunci:

1) Vy e N,y #0,dx € N astfel incat y=f(x);

2) Oricare ar fi tripletul (M ,6, g) format cu o multime nevida M, un element M
si o functie g: M — M , exista o unica functie #1: N — M , astfel incat 4(0)=0 si
hof=goh, adics h(f(x))=g(h(x)), Vxe N .

3) Daca (M ,6, g) este de asemenea un sistem Peano, atunci f este functie bijectiva.
Notam f(n) =n".

Presupunem indeplinite axiomele P1) — P3) pentru o multime N oarecare. Notam 0*
prin 1, 1* prin 2, 2* prin 3, . . . ceea ce conduce la: N={0,1,2,3,...,n,...}

Elementele multimii N se numesc numere naturale. Numerele 0,1, 2, 3, . .. se numesc
respectiv zero, unu, doi, trei, . . . si sunt folosite pentru a exprima cantitatea de elemente

pentru multimile fara nici un element, cu un element, cu un element si inca un element, . . .

Axiomele P1)-P3) poarta numele axiomele lui Peano si mai pot fi formulate astfel:


http://www.foxitsoftware.com/shopping

P1) 0 nu este succesorul nici unui numar natural;
P2) numere naturale diferite au succesori diferiti;

P3)daca M este o submultime a Iui N care contine pe 0 si daca contine pe n va contine
si pe n+ (succesorul sau), atunci M=N

Observatii

e Orice numar natural n afara de 0 este succesorul unui alt numr natural numit
precedent al lui n.
e In continuare notam N\ {0} prin N*.

o Sisteme de numeratie: sistem pozitional (scrierea in baza 10) si sistem nepozitional (scrierea
cu cifre romane)

2.4. Sisteme de numeratie Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia
Defintie.

Se numeste sistem de numeratie totalitatea regulilor de reprezentare a numerelor
folosind un anumit set de simboluri diferite, numit alfabet.

Dupa felul de grupare si ordonare a semnelor, se deosebesc doua sisteme de

numeratie:
a) sisteme de numeratie nepozitionale.
b) sisteme de numeratie pozitionale.

a) Sisteme de numeratie nepozitionale.
Cel mai cunoscut sistem de numeratie nepozitional este sistemul de numeratie

roman care foloseste urmatoarele semne (cifre romane):
I \Y% X L c D M
1 5 10 50 100 500 1000
Reguli de scriere cu cifre romane.

In cadrul unui numar scris in sistemul roman nu pot si aparid mai mult de trei semne
consecutive de acelasi fel.

De aceea

e orice semn pus la stanga altuia de valoare mai mare decat a lui, se scade.
Astfel, urmatoarele numere se scriu cu doua semne, primul reprezentand un numr

care se scade din al doilea:
v X XL XC CD CM

4 9 40 90 400 900
10
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e -orice semn pus la dreapta altuia de valoare mai mare sau egala decat a lui,
se aduna.
Un numar oarecare pana la 4000 se scrie alaturand numere scrise mai sus incepand

cu cel mai mare.
Exemple.
LXXXIV=50+10+10+10+4=84;
MMCDXXVIII=2428.

Pentru numere mai mari de 4000, indicam numarul miilor punand deasupra

numarului de mii o linie, deasupra numarului zecilor de mii doua linii s.a.m.d.

Exemplu.
IVC =4100

XIICDXDC =12410600
b) Sisteme de numeratie pozitionale.

In sistemele de numeratie pozitionale, un simbol din alcatuirea unui numar (cifra)
are valoare infrinseca dar si o valoare prin pozitia pe care o ocupa un numar. Aceasta
implica existenta unui simbol cu valoare intrinseca nula (zero). In unele din sistemele
pozitionale (spre exemplu babilonian) in care regulile o permit, este posibil sa se renunte la
acest simbol. In continuare prezentam sistemul de numeratie indian care foloseste
urmatoarele semne (cifre arabe): 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 (de altfel fiind sistemul de numeratie
folosit in prezent).

Principiul numeratiei de pozitie.
Fie un numar natural 4, pe care il numim baza a sistemului de numeratie.
Teoremd. Orice numar natural N poate fi scris sub forma
N=x,-a"+x, -a""'+.+x -a+x,-a’°,
unde numerele x, sunt numere naturale care verificd relatia

0<x, <a-lk=12,..n sia>l.

Demonstratie.

Admitand ca expresia exista, vom nota

k k-1 0
R, =x,-a +x,_,-a +..+x -a+x,-a

_ n n—1 k+1 _ k+1
N-R =x,-a"+x, ,-a" +.+x,,-a" =0, -a
11
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Q, si R, sunt catul si restul impartirii lui N la ¢**', fiindca avem
R, S(a—l)-ak +(a—1)-ak’1 +...+(a—l)-a+(a—l)-aO =a* -1

Vom defini coeficientii x, din aproape in aproape, in ordinea descrescatoare a
indicilor, luand drept x, — catul impartirii lui N la a,, drept x,a + x,_,— catul impartirii lui
Nla g™, drept x,a’ + x, ,a+x, ,— catul impartirii lui Nla ", etc.

Se obtine astfel singura solutie posibila daca aceasta exista. Or numerele x,

. . .. N .. . 1
introduse sunt realmente mai mici decét a, daca n a fost definit prin a”" < N <a™".

In fine, ultima impartire, cea de la a, da pe x,, si demonstreaza ca expresia obtinuta

este apta sa reprezinte pe N.

. . . . ~ . e 1
Deci, exista o corespondenta biunivoca intre numerele N care verifica a” < N < a""

si sirurile de n+1 numere x,, 0<x, <a.
Supraliniind pentru a evita confuzia cu un produs, vom scrie :.
N =x,x, .x ),

Se spune ca N este scris in baza g, iar daca #=10 vom spune ca numarul este scris in
baza zece.

Astfel am fundamentat ideea de scriere a unui numar natural in baza a :

_ n n-1 0
N=0xx, 1.X ) =%, -a"+x, -a" +.+x -a+x,-a

Baze de numeratie
Sistemul de numeratie folosit in mod curent este sistemul alcatuit din zece cifre :

0,1,2,...,9. Acest sistem se numeste sistem zecimal sau sistem de numeratie cu baza 10.

Este evident faptul ca acest sistem de numeratie a inceput sa fie folosit ca o
conventie. Era nevoie de un sistem de numeratie si acest sistem a fost considerat a fi util.
Este insa clar ca, la fel de bine, s-ar fi putut alege un sistem de numeratie care sa contina un

numar mai mic sau mai mare de cifre.

Desi in mod curent se foloseste si in zilele noastre tot sistemul zecimal, exista o serie
de aplicatii in care alte sisteme au o utilitate mult mai mare. De exemplu, in informatica,
foarte folosit este sistermul binar, care utilizeaza cifrele 0 si 1.

Din punct de vedere matematic, se pot folosi diverse sisteme de numeratie : baza 2
(care foloseste cifrele 0 si 1), baza 3 (cifrele 0, 1, 2), si asa mai departe.

12
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Pentru a putea lucra insa cu diversele baze, este nevoie sa se cunoasca modalitatile

de transformare ale unui numar dintr-o baza in alta.

Inainte de a trece la modalitatile de transformare dintr-o baza oarecare in alta baza,
vom mai preciza cateva aspecte pentru o mai buna intelegere a acestor notiuni.

In baza zece, se folosesc 10 simboluri numite cifre : 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Orice numar
scris in sistemul zecimal este format prin alaturarea unora din aceste cifre, care pot fi folosite
o data, de doua, ori, sau de mai multe ori.

Numerele formate din cate o singura cifra sunt usor de obtinut. Daca este nevoie de
un numar care sa fie superior lui 9, va mai aparea inca o cifra in cadrul numarului. 10 unitati
formeaza o zece si aceasta va implica folosirea a doua cifre in cadrul numarului. 10 zeci
formeaza o suta, 10 sute formeaza o mie. Procedeul poate continua.

Gruparea de cate 10 unitati de acelasi fel pentru obtinerea unei unitati superioare
nu este intamplator. Alegem 10 unitati, tocmai pentru ca lucram in baza 10. Daca am lucra
in baza 5, am alege cate 5 unitati in loc de 10.

Sa consideram, de exemplu, numarul 536 scris in baza 10. Acesta este format din 5
sute, 3 zeci si 6 unitati. Rezulta de aici ca putem sa scriem numarul ca fiind suma dintre cele
5 sute, 3 zeci si 6 unitati care il alcatuiesc :

536=5-100+3-10+7-1

Putem sa scriem acest calcul folosind puterile Iui 10. Avem 100 ca fiind de fapt 10 1a
puterea a doua, 10 este 10 la puterea intai si 1 este 10 la puterea 0. astfel, numarul ales poate

fi scris in felul urmator :
536 =5-10*+3-10" +7-10°

Observam de aici ca un numar poate fi scris cu ajutorul cifrelor si al puterilor lui 10.

De exemplu, sa consideram numarul scris sub forma generala: abc. Acesta va
putea fi scris astfel :

abc=a-10> +b-10+c-1

Daca numarul ar avea mai multe cifre in componenta sa, lucrurile ars ta exact la fel :

abedef =a-10° +b-10" +¢-10° +d -10> +e-10+ /-1

Scrierea de mai sus o numim descompunerea numarului abcdef .

Transformarea unui numar din baza 10 intr-o alta baza

Asa cum am spus mai sus, daca lucram intr-o alta baza, de exemplu baza 7, va trebui
ca, in loc sa grupam unitatile in grupuri de cate 10 sa le grupam in grupuri de cate 7. Pentru
13
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aceasta vom folosi impartiri succesive ale numarului scris in baza 10 la numarul

corespunzator noii baze.
Exemplu
Dorim sa transformam numarul 346 din baza 10 in baza 5.

Impartim numarul 346 la 5. Obtinem catul 69 si restul 1. Aceasta inseamna ca am
obtinut 69 de unitati de cate 5 si 1 unitate simpla. Rezulta de aici ca cifra unitatilor
numarului scris in baza 5 va fi 1 (ultima cifra a numarului). Reluam procedeul cu cele 69
unitati ramase. Impartim 69 la 5 si obtinem catul 13 si restul 4. Penultima cifra a numarului
scris in baza 5 va fi 4. Impartim 13 la 5 si obtinem catul 2 si restul 3. Antepenultima cifra a
numarului va fi 3. Catul obtinut de aceasta data este dat de o cifra care apartine sistemului
cu baza 5, deci oprim algoritmul si acest cat ne indica prima cifra a numarului. Rezulta ca,
scris in baza 5, numarul 346 devine 2341.

Pentru a putea urmari mai usor acest algoritm, vom face impartirile succesive in

felul urmator :

346 5

30 69 |5

46 5 13 5
45 19 10 2
1 15 3

In aceasta modalitate de a scrie impartirile, se observa ca au fost puse in evidenta
resturile obtinute pe parcurs si ultimul cat. Acestea, luate in ordinea inversa scrierii lor,
adica de la dreapta spre stanga, vor indica numarul scris in baza 5 : 2341.

Pentru a indica faptul ca 2341 determinat de noi este scris in baza 5, folosim notatia:

2341(5). De obicei, daca nu este indicata baza, consideram ca numarul este scris in baza 10.

Putem deci scrie :

ceea ce ne spune ca numarul 346 scris in baza 10 este egal cu numarul 2341 scris in
baza 5.

Transformarea unui numar dintr-o baza oarecare in baza 10

Pentru a transforma un numar dintr-o baza oarecare in baza 10 vom proceda facand

inmultiri.

14
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\g

Mai exact, vom descompune numarul considerat in baza corespunzatoare, asa cum
am vazut mai sus, pentru numerele din baza 10. De aceasta data, insa, vom descompune
numarul cu ajutorul puterilor numarului care ne indica baza.

Sa consideram numarul 2341,. Vom descompune acest numar cu ajutorul

puterilor lui 5 si, numarul rezultat dupa efectuarea calculelor va fi numarul considerat scris
insa in baza 10.

234115, =2-5"+3-5"+4-5+1-5" =250+ 75+20+1=346

Daca dorim sa trecem un numar dintr-o baza i intr-o baza j, putem face acest lucru
prin intermediul bazei 10 : vom transforma din baza I in baza 10 si apoi in baza .

0 Operatii cu numere naturale: adunarea si scaderea — proprietati, inmultirea si impartirea -
proprietati, teorema impartirii cu rest; puterea cu exponent natural a unui numar natural;
patratul unui numar natural, reguli de calcul cu puteri  prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

2.5. Operatii in N
Adunarea numerelor naturale

Numerele care se aduna se numesc termenii adunarii iar rezultatul adunarii se

numeste suma.
Proprietati:

1. adunarea este comutativa: a+tb=b+a, oricare ar fi numerele naturale a si b;
2. adunarea este asociativa: a+(b+c)=(a+b)+c, oricare ar fi numerele naturale a, b si ¢;
3. numarul natural 0 este element neutru la adunare: a+0=a, oricare ar fi numarul
natural a.
Scaderea numerelor naturale

Scaderea este operatia inversa adunarii. Vorbim de scadere atunci cand se cunoaste

suma a doua numere si unul dintre ele si dorim sa aflam celalalt numar.
In relatia
a-b=c,
a se numeste descazut, b — scazator, iar c=a-b se numeste diferenta numerelor a si b.
Inmultirea numerelor naturale
Inmultirea numerelor naturale se defineste ca o adunare repetata de termeni egali:

a-b=b+b+...+b

dea ori

Numerele a si b se numesc factorii inmultirii iar numarul a-b se numeste produsul

numerelor a si b.

15
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Daca unul dintre factori este 0, produsul este 0.
Proprietati:

1. asociativitate

2. comutativitate

3. numarul natural 1 este element neutru

4. inmultirea este distributiva fata de adunare
Impartirea numerelor naturale

Cunoscand produsul a doua numere naturale si unul dintre ele, dorim sa aflam
celalalt numar.

Impartirea este operatia inversa a inmultirii si poate fi definita si ca o scadere
repetata a aceluiasi termeni.

Catul impartirii a:b este numarul care arata de cate ori este posibil sa scadem b din
a, iar restul este primul descazut mai mic decat b in acest sir de scaderi.

Impartirea numerelor naturale nu este posibila decat daca b este nenul.
Teorema impartirii cu rest:

Oricare ar fi numerele naturale a si b, b — nenul, exista doua numere naturale g si r,
numite cat, respectiv rest astfel incat:

a=b-q+r,r<b

Puterea cu exponent natural a unui
numar natural

In acest articol
Ce Inseamna puterea unui numar natural?
Exemple
Proprietati
Incearcs si tu!

Ce inseamna puterea unui numar natural?

Adela are o gradina foarte frumoasa in jurul casei. Printre alte
flori, are si trandafiri: doi trandafiri galbeni, de doua ori mai multi
trandafiri roz si trandafiri rosii de doua ori mai multi decét cei roz.

16
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Cati trandafiri rosii are Adela in gradina? (am folosit imagini cu trandafiri

create de Beverly Buckley de la Pixabay)

P P -2

Ve iV iV % -2 - 2
T
LELBBLAAL -2 2 2

Obseram ca numarul trandafirilor se dubleaza; pornim de la cei
2 trandafiri galbeni, trandafirii roz sunt de doua ori mai multi
decat cei galbeni, deci e vorba de operatia de inmultire. Astfel
avem 2 inmultit cu 2 trandafiri roz, iar numarul trandafirilor rosii
este dublu fata de numarul trandafirilor roz, adica 2 inmultit cu 2
inmultit cu 2. Problema s-ar fi complicat daca Adela ar fi avut mai
multe soiuri de trandafiri; daca ar fi avut de exemplu, 20 de
soiuri, numarul trandafirilor dintr-un soi fiind dublu fata de
numarul trandafirilor din soiul anterior? Pentru ultimul soi de
trandafiri am fi avut 2 inmultit cu 2, inmultit cu 2... de 20 de ori.
Pentru situatii din acestea, cand avem un numar inmultit cu el
insusi de mai multe ori, s-a inventat o noua operatie matematica,
ridicarea la putere.

17
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2 =2

2 - 2=2
2-2-2=2

de 3 ori

Pentru afla numarul trandafirilor roz I-am inmultit pe 2 cu el insusi
de doua ori. Folosim notatia 2> si spunem ca |-am ridicat pe 2 la
puterea a doua. Inseamn¥ c& 2: este egal cu 2 inmultit cu 2, adic
este egal cu 4.

Pentru a afla numarul trandafirilor rosii, I-am inmultit pe 2 cu el
insusi de 3 ori. Folosim notatia 2: si spunem ca I-am ridicat pe 2
la puterea a treia. inseamnd cd 2: este egal cu 2 inmultit cu 2
inmultit cu 2, adica este egal cu 8. Deci Adela are 8 trandafiri rosii

in gradina.

exponent

baza

citim ,,2 la puterea a treia”

y ’ .9
. ~ J | ))
N1 ’ ~ =10 1 N
SAU Z A A Ttréela

v y ) Ao |

Pentru inmultirea repetata a unui numar cu el insusi de mai multe
ori, se foloseste ridicarea la putere. Oricum am alege doua
numere naturale a si b, a diferit de zero, notatia a* inseamna a
inmultit cu el insusi de b ori si se citeste ,a ridicat la puterea b”
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<]

sau ,a la puterea b” sau ,a la b”. Numarul a se numeste baza, iar
numarul b este exponentul puterii. Exponentul ne arata de cate
ori se inmulteste baza cu ea insasi.

A = A - A - a a , Ccu a%O

citim ,,a la puterea b’
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N
Exemple

de 4 ovi
€ 2 2-2-2=-2=16
de 5 ovi
2-2-2-2-2=2°=32

2. 2.-2-2:2:-2=64

de & ori
27=2-2-2-2-2-2-2=128
de 7 ori
O 3.-3-32:-9
3-3-3=5=27
3-3:-3-3=3"=81
3=3-3-3-3-3=243

® 5-5.5-5-125
112=11-11=121
132 =13 - 13 = 169
10%=10 - 10 = 100

€ cCalculdm:

2°+5°-7?22-2+5:-5:-5-7-7=4+125-49=80
2°-3+4°-5°=2-2-3-3+4-4-5-5= 4-9+16-25=36+400=436

Edited with the trial version of
Foxit Advanced PDF Editor

To remove this notice, visit:
www.foxitsoftware.com/shopping

4°+6%(10-3)=4-4-4-4+6-6-6- (10-3- 3)= 256 + 216(10 - 9) = 256 + 216 = 472

Comparam:

6’>6-3
6=6-6-6=216
6-3=18
216 > 18

10°>10 -2

10 = 10 - 10 = 100
10-2=20
100 > 20

-2=22
2-2=4
22=2-2=4
4 =4

N

Ordonati crescdtor numerele: 7°, 37,7 - 3.
7=7-7-7=49 -7 =343
3’=3-3-3:-3-3-3:-3=9-9-27=2187
7-3=21

Numerele asezate Tn ordine crescdtoare: 7 - 3, 7°, 3.
21<343<2187,adicd7 -3<73< 3
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Proprietati

Ridicarea la putere este o operatie de ordinul III. Ne amintim ca
adunarea si scaderea sunt operatii de ordinul I, iar inmultirea si
impértirea sunt operatii de ordinul II. Intr-un exercitiu in care
avem ridicari la putere, efectuam aceasta operatie mai intai, apoi
operatiile de ordinul II in ordinea in care apar, iar la final
operatiile de ordinul I, in ordinea in care apar. Daca avem
paranteze, efectuam mai intai operatiile din parantezele rotunde,
apoi pe cele din parantezele drepte, iar la final operatiile din
acolade, tinand seama de ordinul acestor operatii.
Sunt cateva conventii referitoare la ridicarea la putere:

orice numar natural diferit de 0, ridicat la puterea 0 este egal
cul;

orice numar natural ridicat la puterea 1 este egal cu el insusi;

numarul 1 ridicat la orice putere este tot 1;

0 ridicat la orice putere diferita de 0 este tot 0;

0 la puterea 0 nu se defineste.
Sa vedem aceste proprietati insotite de cateva exemple:
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LN £ havancod POF Eator
To remove this notice, visit:
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® ridicarea la putere este operatie de ordinul Il
(se efectueaza Tnaintea operatiilor de

adunare, scadere, Tamultive, mpartire)
ordinul T  ordinul II

62+82:2-22.7=6-6+8-8:2-2-2-7
=36+64:2-4-7
=36 +32-28
=68 - 28

=40

mA°=1 , daca a%O
2019°% = 1

8%=1

maA=a
20191 = 2019

1731 =173

a
= 1 :1
12019 — 4

134 =1

m 0°=0, daca a7é0

02019 =0

072 =

l OO nu este definit
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Incearca si tu!

<> 6-6-6-6-6-6=6—"

8-8-8-8-8-8:-8-8:-8-8-8-8=

O

Z2-12-12- =12

23

101:I =

-
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o Divizibilitatea numerelor naturale, divizor, multiplu, criterii de divizibilitate cu: 2, 3, 4, 5, 9, 10;
numere prime, numere compuse; descompunerea unui numar natural in factori primi, aflarea
c.m.m.d.c., c.m.m.m.c. a doua sau mai multe numere natural

DIVIZIBILITATE IN N
Numere prime.

Prim este numarul care se divide numai cu el insusi si cu 1. Numarul 1, avand numai

un divizor nu face parte din numerele prime.

Putem recunoaste daca un numar n este prim incercand ca divizori numerele prime

inferioare primului numar prim p al carui patrat este mai mare decat numarul dat n (p? > n).

Exemplu.

Pentru a stabili ca 167 este numar prim, avand 13 * ~ 167, va fi suficient sa verificam
ca el se divide cu numerele 2, 3, 5, 7, 11.

Teoremd. (Teorema fundamentalid a aritmeticii)

Orice numadr natural se scrie in mod unic ca produs de numere prime.
Teoremad. Exista o infinitate de numere prime.
Teorema tmpdrtirii cu rest

Oricare ar fi numerele a,b € N, (b#0), exista si sunt unice doud numere naturale ¢ si

r astfel incat
a=bg+r si r<n.

Definitii
Fie a si b doua numere naturale, b — nenul. Spunem ca a se divide cu b (sau b divide
pe a) daca exista un numar natural c astfel incat a =b-c.

a se numeste multiplu al lui b, iar b se numeste divizor al lui a.
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Proprietati

1. daca un numar natural # se divide cu numarul natural b, atunci a se divide
cu toti divizorii lui b

2. daca fiecare termen al unei sume (sau diferente) se divide cu un numar,
atunci suma (sau diferenta) se divide cu acel numar

3. daca fiecare termen al unei sume (sau diferente) cu exceptia unuia se divid
cu un numar, atunci suma (sau diferenta) nu se divide cu acel numar

4, daca un numar natural 4 se divide cu un numar natural m, atunci produsul
lui a cu orice numar natural se divide cu m.

5. daca un numar natural a se scrie ca un produs de doua numere naturale,

a =x-y,atunci orice divizor al lui a se poate scrie ca produs de forma
X, -y, unde Xx,y, sunt divizori ai lui x, respectiv y. Si reciproca este
valabila, adica daca a = x- y, atunci orice produs de forma x, - y,, unde
X, y, sunt divizori ai lui x, respectiv y este divizor al lui a.
Criterii de divizibilitate
Definitie.

O regula pe baza careia putem spune ca a este divizibil cu b fara a face impartirea se
numeste criteriu de divizibilitate.

Teoremd. (Criteriul de divizibilitate cu 2% si cu 5%)

Un numar natural m este divizibil cu 2f (sau cu 5¢) daca si numai daca numarul
format de ultimele k cifre din scrierea sa in baza zece este divizibil cu2* (sau cu 5%)

Exemple.

e numerele 3724 si 18760 sunt divizibile cu 22 (pentru ca 24 si 60 sunt multiplii
de 4).
e numerele 6900; 4925; 3250; 1475; 5000 sunt divizibile cu 25 (5?).

Teoremd. (Criteriul de divizibilitate cu 3 si cu 9)

Un numar natural m este divizibil cu 3 (respectiv cu 9) daca si numai dacd suma
cifrelor sale este divizibila cu 3 (respectiv cu 9).
Teoremd. (Criteriul de divizibilitate cu 11)

Un numar natural # este divizibil cu 11 dacd si numai daca diferenta dintre sumele
alternante ale cifrelor sale este divizibila cu 11.
Exemplu. Numarul 18326 este divizibil cu 11 deoarece suma alternanta a cifrelor sale este 1-

8+3-2+6=0, divizibila cu 11 .
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In forma lor cea mai folosita, criteriile pot fi exprimate mai simplu astfel :

- un numar este divizibil cu 2 sau cu 5 daca numarul format de cifra unitatiolr
acelui numar este divizibila cu 2 sau cu 5;

- un numar este divizibil cu 4 sau cu 25 daca numarul format din ultimele doua
cifre este divizibil cu 4 sau cu 25;

- un numar este divizibil cu 8 sau cu 125 daca numarul format din ultimele trei

cifre este divizibil cu 8 sau cu 125;
- unnumar se divide cu 3 sau cu 9 daca suma cifrelor sale se divide cu 3 sau cu 9.

Descompunerea in factori
primi a unui numar

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Stim din teorema fundamentala a aritmeticii ca orice numar natural
nenul poate fi scris ca un produs de numere naturale prime.
Scrierea acestuia ca un produs de numere prime se

numeste descompunere in factori primi.

De exemplu, numarul 126 poate fi scris ca 2-32-7.

Poate v-ati intrebat de ce 1 nu se considera a fi numar prim. Fiindca
daca acesta ar fi prim, ar fi existat doua reprezentari diferite a unui
numar ceea ce nu respecta enuntul teoremei de mai sus.

De exemplu pentru numarul 15 ar fi fost considerate corecte
urmatoarele descompuneri:

15=1-5-3

15=1-5-3

etc.

Acestea nu respecta teorema de mai sus fiindca exista doar o
singura reprezentare corecta: 15=5-3
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126 |2
63 |3
21 |3
7 |7
1

196=2% 3= 7

Cel mai mic multiplu comun
(c.m.m.m.c). Legatura dintre

c.m.m.d.c si c.m.m.m.c.

Un numar natural m se numeste MULTIPLU

COMUN pentru numerele naturale a s1 b, daca m este
divizibil cu a si m este divizibil cu b. Ex. 24 este multiplu
comun pentru 6 s1 8 , deoarece 24 este divizibil cu 6 s1 24
este divizibil cu 8.

DEF- Cel mai mic multiplu comun (CM.M.M.C) a mai
multor numere naturale nenule este cel mai mic numar
natural diferit de zero, care este divizibil cu fiecare numar
dat.

NOTATIE c.m.m.m.c pentru a si b= [a;b]
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METODA de calcul (c.m.m.m.c pentru 2 sau mai multe
numere naturale):

—se descompun numerele in produs de factori primi;

-se face PRODUSUL FACTORILOR COMUNI §1
NECOMUNTI luati o singurd datd la PUTEREA cea mai
MARE.

EXERCITII propuse:

1)Aflati c.m.m.m.c pentru 12, 20 s1 75.

2)Aflati [S1;S2] pentru S1=1+2+...+20 si S2=1+2+...+24.
REZOLVARE:
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Exmfﬁm 1) ﬂft%{h C.omn. .. I"\‘i_"i‘\-t"\i_'g l.l,d 2o 15

b
2|l 20|25 F}5|5 L=2-
g’; 1l t5|s 16 =25 §
{ f e +5 = 3.5°

Exercitiur 2) (\[{\ Lsy, Sj_‘chla

G = J4TrIt e 20 | ]
2L = | l+2t... +m = M (m et)
CJLJ = [#2¥ Bp-. . T2 S
R 5, = 1o {h.v-f‘*_ Ny . A f"'?"_‘-_‘tl-:s 2 =210
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Numere intregi
o Compararea numerelor intregi

Compararea si ordonarea numerelor
intregi

Pe o dreapta fixam un punct O numit origine, o unitate de masura $i un sens pozitiv indicat de
sageatd. Punctului O 1i corespunde numarul zero. Obtinem astfel o axd a numerelor, pe care vom
reprezenta cateva numere intregi. Nu le putem reprezenta pe toate, pentru cd multimea numerelor
intregi este iz finita.

29


http://www.foxitsoftware.com/shopping

o)

-8 -7 6 -5 4 -3 2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Axa numerelor intregi

Sensul de crestere este cel indicat de sdgeata. Astfel, numerele intregi care sunt situate la dreapta,
sunt mai mari decét cele situate la stdnga.

Exemple:
+3>-543>-5
-4>-7-4>-7

+7>42+7>+2

Numere intregi — Opusul unui numar
intreg

Numerele intregi care sunt situate la aceeasi distanta fata de origine se numesc numere intregi
opuse. De exemplu, 4 si -4 sunt numere opuse, pentru cd ambele sunt situate la o distanta de 4
unitati fatd de zero. Vom spune ca numarul 4 (sau +4) este opusul lui -4, iar -4 este opusul lui 4.
Alte exemple de numere intregi opuse: -15 si +15; 9 51 -9.

Numere intregi — Modulul unui
numar intreg

Distanta de la pozitia unui punct pe axd pand la originea axei, se
numeste modul sau valoare absoluta. Modulul unui numar intreg x se
noteaza astfel: |x|.

Exemple:
|-3]=3]-3]=3
|+18|=18]+18|=18
|0]=0101=0
|16]|=16]16]=16
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De retinut! Modulul unui numar intreg este intotdeauna mai mare sau egal
cu zero.

Prin urmare, modulul unui numar intreg pozitiv x este chiar x. lar modulul unui numar intreg
negativ —x este egal cu opusul sdu. Asadar, daca x > 0 atunci:

[+x|=x|+x|=x
X |==(-x)=+x=xX|—x|=—(—x)=tx=x
Numerele Intregi opuse sunt egale in modul, dar au semne contrare.

Exemple:

4|=|-4[=414]=I—4|=4
ST =TT T1=T

Pentru a compara doud numere intregi, putem tine cont si de urmatoarele aspecte:

dintre doud numere intregi pozitive, este mai mare cel cu modulul mai mare (numerele intregi
pozitive corespund numerelor naturale); ex: +12>+11;

dintre doud numere intregi negative, este mai mare cel cu modulul mai mic (ex: -5>-7 pentru ca
|-5|=8, FI|=T7, 5<%

orice numar pozitiv este mai mare decét orice numar negativ (ex: 6>-12);

0 este mai mare decét orice numar intreg negativ $i mai mic decat orice numar intreg pozitiv
(ex.: -3<0<2).

Exercitil rezolvate cu numere intregi

Exercitiul 1:

Un centru comercial are § nivele: parter, 5 etaje, un demisol si o parcare subterana. O persoana
aflatd la etajul 4 coboard 6 nivele. La ce nivel a ajuns?

Rezolvare:

Reprezentam cele 8 nivele pe o “axd” verticald. O persoana aflata la etajul 4, care coboara 6
nivele, va ajunge la parcarea subterana.
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SETAJS

! 4ETAJ4

?t 3ETAJ3

! 2ETAJ2

! 1ETAJ1

0 PARTER

-1 DEMISOL

¢ -2 PARCARE

Exercitiul 2:

Calculati:

a) |-12[+]-3]-[+6l;

b) |-32[-]+25[+(0]-|4;

Rezolvare:

a) |-12|+-3|-[+6|=12+3-6=9;

b) |-32]-[+25[+|0}-|4|=32-25+0-4=3.

Exercitiul 3:

Aflati numerele Intregi x cu proprietatea cé |x|=100.

Rezolvare:

32



http://www.foxitsoftware.com/shopping

Numerele intregi care au modulul egal cu 100 sunt: -100 si 100 (doud numere intregi opuse au
acelasi modul). Prin urmare x € {-100,100}.

Exercitiul 4:
Adunati opusul lui -15 cu opusul lui -23.
Rezolvare:

opusul lui -15 este +15 (sau 15), iar opusul lui -23 este +23 (sau 23). Asadar vom aduna
15+23=38.

Observatie: putem efectua aceastd adunare, chiar daca nu am Invatat inca sa adundm numerele
intregi, pentru cd numerele intregi pozitive sunt numere naturale, iar adunarea acestora se face
dupa regulile invétate la adunarea numerelor naturale.

Exercitiul 5:

Scrieti in ordine crescdtoare urmatoarele numere:

-23, +18, -15, 0, -9, +20, 14, -6.

Rezolvare:

Ordinea crescatoare este:

-23,-15,-9, -6, 0, 14, +18, +20.

Exercitiul 6:

Intr-o saptdmana din luna Decembrie s-au inregistrat urméatoarele temperaturi:

Luni: -8°C
Marti: -5°C
Miercuri: -7°C
Joi: -9°C
Vinerti: 0°C
Sambata: 2°C

Duminica: +1°C.

Raspundeti la urmatoarele intrebari:

a) In ce zi a fost cel mai frig? Dar cel mai cald?
b) In ce zile s-au inregistrat temperaturi negative?
¢) In ce zile temperatura a fost mai mare de -3°C?
d) In ce zile temperatura a fost mai mica de -6°C?

Rezolvare:
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a) Cea mai mica temperaturd a fost joi, -9°C, prin urmare joi a fost cel mai frig. Cea mai mare
temperaturd a fost sambata 2°C. Cel mai cald a fost sdmbata.

b) Temperaturi negative s-au inregistrat luni, marti, miercuri, joi.
c¢) Temperatura a fost mai mare de -3°C vineri, sdmbata si duminica.
d) Temperatura a fost mai mica de -6°C luni, miercuri $i joi.

o Operatii cu numere intregi: adunarea, scaderea, inmultirea, impartirea

. . . Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia
Multimea numerelor intregi

Definitie
Numim multimea numerelor intregi, multimea Z= (— N )UN , unde
-N= {—n|n EN}.
Astfel:
Z={...,-n,...-1,0+1,42,43,...+n,...}
Teoremd. (Tmpér’girea numerelor intregi).

Oricare ar fi a,b € Z ,b#0, exista ¢,r € Z astfelincata=bg+rsi0 £r<|b|

Observatie: |b| este modulul 1ui b, notiune despre care vom discuta intr-un capitol ulterior.

o X,daca x>0
Ca definitie, avem : |x| = .
—x,dacax <0

Divizibilitate pe Z.
Dcfinitie.
Daca a,b € Z , b#0, spunem ca a divide b (scriem a|b ) daca exista ¢ € Z astfel incéat
b=ac.
Observatie. Ca si in cazul lui N nu vom defini, nici in cazul lui Z divizibilitatea prin 0.

Numerele prime din Z se definesc ca fiind acele numere intregi p cu proprietatea ca
p#-1,0,1 iar singurii divizori ai lui p sunt-1, 1, p, -p.

Deducem ca numerele prime din Z sunt numerele de forma -p, +p, cu p numar prim
inN.
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Numere rationale
o Fractii ordinare: fractii subunitare, echiunitare, supraunitare;
FRACTII SUBUNITARE, ECHIUNITARE, SUPRAUNITARE
Aproape toate lucrurile din lume se pot aseza in categorii. lata, baietii pot
fi blonzi sau bruneti, merele pot fi verzi sau rosii. Asa si fractiile pot fi mai mici
decat 1, egale cu 1 sau mai mari decat 1. [ata in aceasta lectie vom aseza fractiile
In trei categorii: fractiile mai mici decat 1 sunt denumite subunitare, pentru ca
sunt sub limitata de 1. De exemplu avem un intreg, dar luam doar jumatate din
el, jumatatea este mai mica decat intregul. Aceasta fractie se numeste fractie
subunitara. Sau daca luam o pizza, o taiem in opt felii si luam doar sapte felit
din aceasta pizza. Aceasta fractie este mai mica decat 1 pentru ca nu mancam
toata pizza. Deci 7/8 face parte din categoria fractiilor subunitare.

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

1
-<1 [
2

subunitare

B

subunitare mquest.ro
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Pe fractiile egale cu 1 le numim fractii echiunitare, echi vine de la
echivalent, de la egal, inseamna fractii egale cu unitatea. Daca avem un intreg
st 1l impartim in doua si luam ambele jumatati, atunci formam o fractie
echiunitara. Fractiile echiunitare se formeaza atunci cand luam un intreg, il
impartim in parti egale si luam toate partile sau luam o pizza, o impartim in opt
felii st mancam toate feliile, adica mancam intreaga pizza. Tinem minte, acestea
se numesc fractii echiunitare.

egalecu 1l

e

echiunitare
Fractiile mai mari decat 1 se numesc fractii supraunitare. Supra vine de la mai
mare, fractii mai mari decat 1. Este ca si cand am lua un intreg, I-am imparti in
Jjumatate de exemplu, dar nu ne-ar ajunge cele doua jumatati si am mai chema
una. Avem acum 3 jumatati, fractia este 3/2 si este mai mare decat 1. Sau taiem
o pizza in opt felii, dar nu ne ajung aceste opt felii si mai cerem doua. Fractia

formata este 10/8, o fractie supraunitara, prin urmare aceste fractii se numesc
supraunitare.
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mai mari decat 1

BN | W
> | U
ul |

3
27

supraunitare
mai mari decat 1

supraunitare
Sa vedem cum notam in expresii matematice acest lucru. Fractiile subunitare
se noteaza cu a supra b, unde a si b sunt doua numere si a mai mic decat b,
evident b nu poate fi 0. Fractiile echiunitare se noteaza cu a supra b, unde a este
egal cu b si b niciodata nu poate fi 0 la numitor. Fractiile supraunitare se noteaza
cu a supra b, unde a este mai mare decat b si b diferit de 0.
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‘ . a
subunitare b
echiunitare

supraunitare

procente;

Procentele sunt fractii cu numitorul 100. Un raport de forma p//00se numeste raport

i ' a sutd” sau rocente” .
rocentual si se citeste “p la suta” sau te”

Aflarea unui procent dintr-un numar

Pentru a calcula p% dintr-un numar, inmultim fractia p/100 cu numarul dat.

. p
%d te —-n.
p% din n este 00"

Alte probleme rezolvate cu procente

Problema 1:

O bicicleta costd 700 lei si se scumpeste cu 20%. Care este noul pret?

Rezolvare:

Aflam cu cat
20% din 700 lei este:

20 700 = 20-7 = 140 lei
100 - - °!

Aflam pretul dupa marire:
700+140=840 lei.

Problema 2:
38
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La un concurs au participat 8 elevi dintr-o clasa, adica 25% din numarul total de elevi. Cati elevi
sunt in clasa?

Rezolvare:

Notam cu x numarul total de elevi din clasa.
25% din x reprezinta 8 elevi

2 8o liii—8—> 8= x—4.8 = x=32elevi
100 X = 4 X = 4—- X = X = elevi.
Problema 3:

Dintr-o clasa de 24 de elevi, 18 au fost in excursie la Brasov. Cat la sutd din elevi au fost in
excursie?

Rezolvare:

Trebuie s aflam cat la sutad din 24 reprezinta 18.

X 24x _
m-24= 18 = 100 = 18 = 24x = 1800 = x = 1800:24 = x = 75.

Asadar 75% din elevi au fost in excursie.

fractii echivalente Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

FRACTII ECHIVALENTE

Nu stiu voua, dar mie iar mi s-a facut pofta de pizza. Am o pizza si o
impart in doua parti egale. Avem doua jumatati si mananc una din ele. A doua
zi am acelasi fel de pizza, dar o impart in patru parti egale, in sferturi si mananc
doua dintre ele. Observati ca ieri am mancat jumatate, azi am mancat doua
sferturi. Dar jumatate este acelasi lucru cu doua sferturi. Deci 1/2 este egal cu
2/4. Scriem asa: 1/2 egal 2/4, aici avem o jumatate, aici avem doua sferturi.
Aceste fractii care semnifica aceeasi parte dintr-un intreg, aceeasi cantitate, se
numesc fractii echivalente. Ele pot avea forme diferite, dar valoarea este
aceeasi.
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Fractii echivalente

Asta inseamna ca fractiile sunt echivalente, cand luam aceeasi parte din
intreg, dar totusi fractiile arata diferit. Din cauza asta nu spunem ca sunt egale,
le denumim echivalente.

Sa vedem alt exemplu. Pentru prima fractie luam un intreg, il impartim
in trei, ca avem 3 la numitor si luam doua parti, pentru ca avem 2 la numarator.
Pentru a doua fractie luam un cerc, il impartim in sase parti egale, pentru ca
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avem sase la numitor si luam patru parti, pentru ca avem patru la numarator.
Observati ca aceste fractii sunt echivalente, pentru ca reprezinta aceeasi
cantitate si in stanga si in dreapta.

4

NN
‘T%:‘

- A

Alt exemplu similar este urmatorul: 3/5 este egal cu 6/10. De ce zic ca
este similar, pentru ca avem aici trei cincimi si daca impartim la 2 fiecare
cincime obtinem zecimi, dar trebuie sa luam de doua ori mai multe, adica 6.
Eee, din pacate lucrurile nu sunt asa de evidente intotdeauna. Se intampla sa
avem fractii cu numere ciudate, mari, pe care nu putem sa le evaluam asa bine.
O sa va dau un pont, care va ajuta sa determinati daca doua fractii sunt
echivalente. Observam un lucru interesant: daca inmultim pe diagonala
numerele, adica 3 ori 10 s1 5 or1 6, avem acelasi rezultat, 30.

Lo
5 10

3:10=5-6

Acesta este de fapt criteriul dupa care putem spune daca fractiile sunt
echivalente: inmultim numerele pe diagonala. Cred ca v-am starnit deja
curiozitatea sa stiti ce este in spatele acestui mecanism, de ce se intampla acest
lucru. Tare mult as vrea sa va spun si promit ca in lectiile urmatoare o sa aflati
misterul. Aceasta este o regula care functioneaza tot timpul, este universala. In
loc de numerele acestea putem pune orice numere, atata timp cat nu avem la
numitor 0. Putem pune a, b, ¢ sau d. a supra b egal cu c supra d, daca inmultirea
numerelor pe diagonala are acelasi rezultat. a ori d este egal cu b ori c.
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a C

b d

a-d=b-c

Pe de alta parte, daca inmultirea aceasta nu are acelasi rezultat, atunci spunem
ca fractiile nu sunt echivalente.

Sa luam un exemplu: 3/7 si 9/21. Sunt aceste fractii echivalente? Sa vedem! 3
ori 21 si 7 ori 9, le inmultim pe diagonale: 3 ori 21 este 63, 7 ori 9 este 63, prin
urmare fractiile sunt echivalente.

5 Y

7. 21
63 =63

Alt exemplu ar fi 3/5 si 5/7. Sunt aceste fractii echivalente? Sa vedem! Inmultim
pe diagonala, pe 3 ori 7 il comparam cu 5 ori 5. Rezultatul: 3 ori 7 este 21, 5 ori
5 este 25. Aproape, dar nu exact. Nu sunt egale, fractiile nu sunt echivalente.

3#&5
5 7

21 # 25
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Operatii cu numere rationale Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Adunarea si scaderea numerelor
rationale

1. Adunarea si scaderea fractiilor cu
acelasi numitor

Pentru a efectua adunarea (scaderea) fractiilor cu acelasi numitor, se aduna (scad) numaratorii si
se copiaza numitorul comun (vezi exemplu mai jos).

2.Adunarea si scaderea fractiilor cu
numitori diferiti

Pentru a efectua adunarea (scdderea) fractiilor cu numitori diferiti, trebuie mai intai sa aducem
fractiile la acelasi numitor. Numitorul comun va fi cel mai mic multiplu comun al
numitorilor. Cel mai mic multiplu comun a doud numere a si b este cel mai mic numar natural,
diferit de zero, care se divide cu numerele a si b.

Algoritmul de aflare a celui mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c.):

descompunem numitorii in factori primi
inmultim toti factorii (comuni si necomuni) la puterea cea mai mare.
e Siacum sd rezolvam cateva exercitii cu numere rationale pozitive, scrise sub forma de
fractii ordinare:
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. Exercitil rezolvate cu numere
rationale pozitive (scrise ca fractii

ordinare):
' ADUNAREA S| SCADEREA 3 8 3+8 11
)\ FRACTIILOR sto ==
1j’12’2_1+5 4 1+5-4 2¢ 1
10 2 5 10 10 10 10 10 5
3 205 1 108 100

15 108 +4+100—-15 193

S PRI P ——— + —
10 18 24 360 360 360 360 360
10 (2 18| 2 24 2 Afldm cel mai mic multiplu comun al numitorilor:
12] 2
is o B [10,1824] = 2%-32-5=8-9 -5 = 360
1 303 Numitorul comun = 360
1 360 : 10 = 36 (amplificam prima fractie cu 36)
360 : 18 = 20 (amplificam a doua fractie cu 20)
10=2-5||18=2-32|| 24=2%.3 | 360 : 24 = 15 (amplificam a treia fractie cu 15).

In cazul in care avem numere rationale pozitive si negative, operatiile cu acestea se

reduc la operatiile cu numere intregi.
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. Exercitil rezolvate cu numere
rationale pozitive si negative
(scrise ca fractii ordinare):

17" ADUNAREA SI SCADEREA 8 2 —8+2 —6 6
\ S FRACTIILOR —tts

g N o 1\__15 12 1 _-15-12+1_ 26% 13
6 3 18/ 18 18 18 18 18 9

2y, (™3 (5’7) US\__2 27 .35 75_
45 5 9 3] 45 45 45 45
_ ~2—B7T435—75 69
N 45 ~ 45 15

Operatii cu numere rationale

in lectiile video prezentate mai jos gasiti exercitii rezolvate cu numere rationale
reprezentate prin fractii ordinare, fractii zecimale, fractii periodice (adunarea si scaderea
fractiilor, inmultirea fractiilor si impartirea fractiilor). La final v-am pregatit si un test
online pentru verificarea cunostintelor.

Adunarea si scaderea fractiilor

Pentru a efectua operatia de adunare (sau scadere) a fractiilor ordinare cu acelasi numitor,
se aduna (scad) numaératorii, iar numitorul comun se copiaza.

Pentru a efectua operatia de adunare (sau scadere) a fractiilor ordinare cu numitori
diferiti, vom aduce fractiile la acelasi numitor. Dacd numitorul comun nu se poate
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observa imediat, vom aplica algoritmul pentru calcularea celui mai mic multiplu comun
al numitorilor (aici gasesti lectia c.m.m.m.c.)

. Inmultirea si Impartirea fractiilor

o Pentru a efectua operatia de inmultire a fractiilor ordinare, vom inmulti numératorii,
respectiv numitorii.

o Pentru a efectua operatia de impartire a fractiilor ordinare, vom Inmulti prima fractie cu
inversa celei de-a doua fractii.

o Daca avem un exercitiu care contine mai multe tipuri de operatii, vom efectua mai intéi
calculele din paranteze (dacd existd), apoi ridicarea la putere, apoi inmultirile si
impartirile, iar la final adundrile si scaderile.

o Vi invit sd urmariti lectiile video de mai jos in care am prezentat operatiile cu numere
rationale.

e 0 Compararea fractiilor.
Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

COMPARAREA FRACTIILOR CU ACELASI NUMITOR SI
NUMARATOR

Ce este mai mare? O felie de pepene sau o jumatate de cireasa? Am taiat
pepenele in 10 felii, iar cireasa in doua parti si cu toate acestea felia de pepene
este mult mai mare decat jumatate de cireasa. Vedeti voi, valoarea unei fractii
sau marimea unei fractii este data atat de numitor, adica numarul de parti la care
impartim intregul, cat si de numarator, adica numarul de parti pe care le luam
sau in alte cazuri, marimea intregului. Pana acum nu am invatat o metoda
matematica sa ne spuna clar, este aceasta fractie mai mica decat aceasta sau mai
mare sau sunt egale? Inca nu stim sa apreciem exact marimea unei fractii si sa
o comparam cu cealalta, iar ochiul nu este suficient de exact.
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Sa incepem prin a compara intregi de aceeasi marime. Este mai simplu asa si
noi invatam de la simplu la complicat. Impartim aceasta pizza in patru bucati,
adica in sferturi, una din bucati o mancam, adica un sfert, 1/4, iar aceasta pizza
o impartim in sase bucati, adica in sesimi, 3 sus, 3 jos si mancam doua din ele.
In ce caz am mancat mai mult? Aici cand am mancat un sfert sau aici cand am
mancat doua sesimi? Se vede clar ca cele doua sesimi sunt mai mari decat un
sfert. Asadar 1/4 este mai mic decat 2/6. Dar stim noi oare sa facem aceasta
comparatie, daca nu avem pizza? Matematica nu este despre pizza, matematica
nu este nici macar despre numere. Matematica este despre concepte si idei. Se
intampla ca numerele sa fie foarte utile in matematica, de exemplu daca am
avea aceasta comparatie de fractii 1/4 si 2/6 am sti noi sa o rezolvam fara sa ne
gandim la pizza sau la alte lucruri care se impart la 4 si la 6? Haideti sa mai
luam totusi un exemplu cu pizza, ca sa descoperim mecanismul din spatele
acestor fractii, cand o fractie este mai mica sau mai mare decat cealalta de fapt?
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\\

Pe pizza din stanga o taiem in opt felii egale si iau trei, iar pizza din dreapta o
impart in sase si iau doua. Acum trebuie sa comparam 3/8 si 2/6. Ei, vedeti voi,
lucrurile nu mai sunt asa de evidente pentru ochi. In matematica observatia cu
ajutorul ochiului functioneaza doar in anumite cazuri, dar daca noi o sa gasim
aici o regula care sa ne spuna clar ce fractie este mai mica si mai mare, atunci
nu o0 sa mai avem nevoie nici de pizza, nici macar de ochi. Vedeti acum, daca
ne este foarte foame si vrem sa mancam cel mai mult si un bucatar ne ofera
doua variante: ori 3/8 din pizza din stanga ori 2/6 din pizza din dreapta, adica
tai pizza in sase bucati si iti dau doua sau vrei sa tai pizza in opt bucati si sa iti
dau mai multe, adica trei. Chiar nu stim ce sa alegem!

48


http://www.foxitsoftware.com/shopping

Q

In ce caz mancam mai mult, in cazul din stanga sau in cazul din dreapta? Si uite
asa sunt pacaliti oamenii care nu stiu matematica si nu vorbesc aici doar de
pizzerii sau de petreceri intre prieteni. De data aceasta iti spun eu care fractie
este mai mare, dar este ultima data. De acum incolo o sa te invat pe tine sa faci
aceste comparatii, fara sa ai nevoie de pizza. Dar cum? Mai intai vreau sa va
arat foarte clar ca 3/8 este intr-adevar mai mare decat 2/6. Luam bucata de doua
sesimi si o trimitem catre bucata de trei optimi.

3 2
8~ 6

[ata ca aici a aparut o diferenta, bucata de 3/8 este un pic mai mare si cea care
reprezinta 2/6 nu a putut sa o acopere in intregime, a ramas aici o bucatica mica
de tot, aceasta este diferenta de fapt, intre 3/8 si 2/6, ceea ce ne dovedeste noua
ca 3/8 este mai mare, ca daca scadem una din cealalta ramane o diferenta, oricat
de mica, dar ramane o diferenta. Aceasta diferenta este de fapt 1/24.

49


http://www.foxitsoftware.com/shopping

00| W

>_
?

Cum am stiut oare? De unde stiu eu ca este 1/24? Vreti sa aflati si voi? Nu pare
o vrajitorie matematica? De unde sa stii ca 3/8 minus 2/6 este exact 1/24? Ei,
tocmai asta am sa-1 invat pe ucenicii mei vrajitori in aceasta lectie si in lectiile
carc urmeaza, dar trebuie sa fii foarte atent. Doua secunde din acest film daca
al pierdut, nu o sa mai intelegi. Incepem? Aseaza-te bine pe scaun, pune-ti
centura de siguranta si fii numai ochi si urechi!

O fractie este compusa din numarator, adica partea de sus, linia de fractie si
numitor. Numaratorul numara partile pe care le luam dintr-un intreg, iar
numitorul este numarul de parti in care taiem intregul. Sa vedem acum ce se
intampla cu o fractie daca i1 modificam numitorul sau numaratorul. Se
micsoreaza sau se mareste? De exemplu daca modificam numaratorul ea se
mareste, pentru ca luam mai multe parti. Aici am luat 3/8, apoi daca luam 4
optimi normal ca este mai mult, ca sunt patru, daca luam cinci optimi este si
mai mult, daca luam sase optimi este si mai mult, sapte optimi, daca luam opt
optimi deja am luat tot intregul.

Vedeti cum creste numaratorul, creste si fractia. Fractia creste odata cu
numaratorul. Iata ca deja am invatat ceva. Cu cat este mai mic numaratorul, cu
atat fractia este mai mica. Putem sa punem acum semnul de mai mic
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intotdeauna daca numaratorul este mai mic, dar exista o conditic foarte
importanta: numitorul trebuie sa fie la fel, altfel ne pacalim. Deci tot timpul
daca avem acelasi numitor si numaratorul este diferit, fractia mai mica este cea
care are numaratorul mai mic, adica atunci cand luam mai putine bucatele.
Accasta este foarte important, este aproape jumatate din ce o sa va spun azi.

Si ne-a ramas sa modificam numitorul. Sa luam fractia noastra 3/8 pe care o
cunoastem deja. lata aici desenata 3/8 si sa marim numitorul. 3/9. Cum este 3/9
fata de 3/8. Mai mic sau mai mare? Este mai mic, pentru ca am impartit intregul
in mai multe felii. In primul caz imparteam pizza in 8 si mancam trei, in al
doilea caz o impartim in 9. Deci felia este mai mica, pentru ca impartim in mai
multe parti si mancam tot trei. Aici mancam trei felil mai mari si aici mancam
trei felii mai mici. Deci fractia aceasta cu numitorul mai mare este mai mica de
fapt. Fii atent cum se micsoreaza zona rosie, partea pe care 0 mancam noi,
atunci cand numitorul se mareste, adica atunci cand impartim pizza in din ce in
ce mai multe parti. [ata la 10, la 11.

3 3 3 3 N
11 10 9 8§ U/

Vezi cum se micsoreaza aceasta parte rosie si totusi avem tot trei bucati, dar
bucatile sunt din ce in ce mai mici. Vreau sa va mai arat o data cum se
micsoreaza partea rosie, adica partea care contine cele trei felii. Uitati-va cu
atentie aici la partea rosie: 3/8, 3/9, 3/10, 3/11, 3/12, 3/13. Si am mai invatat
ceva foarte important. Daca avem acelasi numarator, adica daca luam acelasi
numar de bucati, cu cat numitorul este mai mare, cu atat fractia este mai mica,
pentru ca bucatile or fi ele tot atatea, dar sunt mai mici. Cele trei bucati sunt
mai mici, sunt din ce in ce mai mici si atunci fractia, toata valoarea fractiei este
mai mica. Aceasta selectie rosu-portocaliu este valoarea fractiei.
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Fractia cu numitorul mai mare este mai mica, daca avem acelasi numarator,
evident. O sa vedeti voi ca in lectiile urmatoare o sa invatam sa comparam
fractii care au si numitorul diferit si numaratorul diferit. Atunci lucrurile se vor
complica putin.

In aceasta lectie am facut insa primul pas, compararea fractiilor cu acelasi
numitor si acelasi numarator. Haideti sa comparam acum 3/8, fractia noastra,
adica trei optimi si sa marim numaratorul 4, 5. Sa comparam pe 3/8 cu 5/8.
Acum stim, evident si mi se pare chiar foarte simplu ca 3/8 este mai mica decat
5/8, pentru ca numaratorul este mai mic si avem acelasi numitor. Mai mult, atat
timp cat va fi acelasi numitor, chiar nu conteaza ce numitor este, fractia noastra
3 pe oricat va fi mai mica tot timpul decat fractia 5 pe acelasi lucru. Stim ca
este acelasi numitor si semnul intrebarii nu este chiar placut si putem sa punem
X. 3/x este mai mic decat 5/x. Atentie mare tot timpul, pentru ca x este la
numitor este diferit de 0, altfel ne explodeaza caietul.

3 5

— & — X20
X X

Acum sa pastram acest x la numitor si in stanga si in dreapta, acelasi numitor
si sa modificam numaratorii. Daca aici este 9 si aici este 7, atunci 9/x este mai
mare decat 7/x, luam 9 bucati comparativ cu 7 bucati sau 15/x comparat cu
21/x, stim tot timpul ca 21 este mai mare decat 15. Atunci si fractia 21/x va fi
mai mare decat fractia 15/x. La fel s1 8/x cu 9/x. 9/x este mai mare. Intre doua
fractii cu acelasi numitor cea cu numaratorul mai mare este mai mare. Aici
avem numaratorul mai mare si fractia este mai mare.
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Intre doua fractii cu acelasi numitor,
cea cu numaratorul mai mare este mai mare.

8 _ 6

Daca avem in schimb acelasi numarator, de exemplu 3, pe 3/2 il comparam cu
3/4, atunci fractia mai mica este cea cu numitorul mai mare, pentru ca intregul
se imparte in mai multe felii si feliile sunt mai mici si pentru ca sunt tot trei,
trei felii mai mari inseamna mai mult decat trei felii mai mici. Intre doua fractii

cu acelasi numarator, cea cu numitorul mai mare este mai mica, pentru ca feliile
sunt mai mici.

Intre doua fractii cu acelasi numarator,
cea cu numitorul mai mare este mai mica.

3 3

>

2 " 4

Iata ce ai invatat astazi si nu vei mai putea uita niciodata, pentru ca ai inteles
foarte bine. Intre doua fractii cu acelasi numarator, cea cu numitorul mai mare
este mai mica, pentru ca am impartit intregul in mai multe parti si partile sunt
mai mici. Intre doua fractii cu acelasi numitor, cea cu numaratorul mai mare
este mai mare, pentru ca luam mai multe parti, 1ar partile sunt egale.
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| Intre doud fractii cu

8 8 acelasi numarator,
? < ? cea cu numitor:ul r:n?i
mare este mai mica.

Intre doua fractii cu
acelasi numitor, 2 4@
cea cu numaratorul mai ? 3
mare este mai mare.

Tn cazul a dou& fractii pozitive cu numaratori si numitori diferiti, se aduc mai
intai fractiile la acelasi numitor, fractia cu numarator mai mare este mai mare
decat cealalta: 8/9 ? 5/7 =>(8*7)/(9*7)? (5*9)/ (7 *9) => 56/63 > 45/63
Daca doua fractii negative au acelasi numitor, atunci fractia care are
numaratorul mai mare este mai mica decat cealalta: -2/7 > -6/7.

Daca doua fractii negative au acelasi numarator, fractia cu numitor mai mare
este mai mare decat cealalta: -5/9 > -5/7

Tn cazul a doua fractii negative cu numaratori si numitori diferiti, se aduc mai
intai fractiile la acelasi numitor, fractia cu numarator mai mare este mai mica
decat cealalta: -8/9 ? -5/7 =>-(8*7)/(9*7)?-(5*9)/ (7 *9) => - 56/63 < -
45/63 => -8/9 < -5/7

e Introducerea si scoaterea intregilor dintr-o fractie.
o INTRODUCEREA INTREGILOR IN FRACTIE

« Avem o cantitate, un intreg si 1/4. Intregul este impartit si el in patru
parti, in sferturi, dar este totusi un intreg si-l notam ca atare. Se scrie asa
si este egal cu sfertul plus intregul, dar intregul este de fapt patru sferturi,
4/4. Le adunam, aici avem patru patrimi si aici mai avem o felie, in total
avem cinci felii. Asta inseamna ca un intreg si 1/4 este egal cu 5 felii,
adica 5/4.
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Siuite asa am introdus intregii in fractie. Aici avem o expresie cu intregii
afara din fractie si aici avem o expresie cu intregii in fractie.
Daca avem 2 intregi si un sfert, atunci scriem acest sfert, iar 2 intregi
inseamna opt sferturi, 8/4. Opt sferturi cu inca un sfert fac 9 sferturi, 8
plus 1 este 9. Deci este egal cu 9/4, 9 sferturi. lata cum am introdus
numarul de intregi, adica 2, in fractie. 2 intregi si 1/4 este egal cu 9/4.

ISl g

2—:—+—:—

4 4 47 4

Dar 2 intregi si 3/4? Avem trei sferturi si cate sferturi sunt in doi intregi?
8, plus 8 sferturi. Si acum trebuie sa adunam opt sferturi si cu trei sferturi.
Asta ne va da 11 sferturi. Dar cum nu putem sa lucram tot timpul cu
sferturi si cu felit de mar, trebuie sa invatam un algoritm dupa care
intregii se pot introduce in fractii si anume sa ne gandim ce am facut de
fapt, ca sa aflam numarul de sferturi continute in acesti intregi, am
inmultit intregii cu numitorul, adica cu 4. Am avut doi intregi, deci avem
2 ori 4, 8 sferturi. Numitorul ramane acelasi si inmultim numarul de
intregi cu numitorul si adunam cu 3, acesta este noul nostru numarator.
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o Ca sa introducem intregii in fractie, am luat numarul de intregi, i-am
inmultit cu numitorul si i-am adunat la numarator. De acum trebuie
rezolvate aceste calcule: 4 este numitorul, 2 or1 4 este 8, plus 3 este 11. 2
intregi si 3/4 este egal cu 11/4.

« Saluam o fractie un pic mai grea, ca sa nu mai gandim in sferturi si in
felii de mar. 5 intregi si 3/7. Ca sa aflam numarul de septimi din 5 intregi
trebuie sa inmultim pe 5 cu 7 si atunci scriem asa: numitorul ramane tot
7,5 ori 7 plus 3 si este egal cu 35 plus 3 si este egal cu 38/7. Observati
ca intotdeauna daca introducem intregii in fractie, rezultatul va fi
neaparat o fractie supraunitara.

3 _57+3 _35+3 _ 38

—

7 7 7 7

« Sa vedem si cazul general: a intregi si b/n. Vrem sa introducem intregii
a in fractie, numitorul ramane acelasi, dar il inmultim pe a cu n si-1 scriem
la numarator, apoi il adunam pe b. Trebuie sa fim totusi atenti ca n sa fie
diferit de 0.

b=aﬂ+b
n n

Nn=z0

SCOATEREA INTREGILOR DIN FRACTIE
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Acest mar reprezinta unitatea noastra, 1. Unitatea o impartim in patru
parti egale, adica in sferturi si formam 4 felii. Fiecare felie se numeste sfert sau
1/4. Toate adunate dau un mar, dau un intreg: 1/4 plus 1/4 plus 1/4 plus 1/4
Inseamna patru patrimi sau 4/4, care este 1. Stim ca linia de fractie este de fapt
o impartire: 4 impartit 1a 4 este 1. Aceasta fractie contine in ea un intreg. Despre
aceasta este vorba in aceasta lectie, care fractii contin in ele intregi si cum i1
scoatem afara, cum i1 evidentiem?

i

1 1

1 1
4 4

1_\ M\ R

333 )
4

1=- 1=4:4
4

»

Hai sa adaugam o noua felie la aceasta colectie de felii. Acum avem cincti felii
sau cincl patrimi. Aceasta fractie contine in ea un intreg, adica acest intreg,
adica cele patru patrimi de mai inainte. Putem scrie ca 5 patrimi sau 5/4 este
egal cu un intreg si inca o patrime, si inca o felie. Vedeti, asta inseamna ca am
scos intregul din fractie. Ne-am uitat la fractie si am zis: hmm, asta are in ea de
fapt un intreg. Hai sa il evidentiem separat, sa il scriem separat si am scris 5/4
este egal cu | si inca 1/4. Asadar din cinci sferturi de mar, prin scoaterea
intregilor, am ajuns la un mar si un sfert.

K
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Dar nu toate fractiile au intregi inauntru. De exemplu 1/2 are intregi? Nu are,
pentru ca 1/2 este jumatate de intreg, nici macar nu ajunge la un intreg. 1/2 nu
are intregi pentru ca este fractie subunitara, adica sub intreg, mai mica decat 1.
3/4 nu are nici el intregi, pentru ca si el este o fractie subunitara, adica are
numaratorul mai mic decat numitorul. 7/10 nu are nici el intregi, tot fractie
subunitara. Impartim intregul in zece parti si luam doar sapte, nu le luam pe
toate. La fel s1 65/100, impartim intregul in 100 de parti si luam doar 65, 65 de
sutimi. Toate aceste fractii sunt subunitare, sub 1 sau mai mici decat 1.
Recunoastem o fractie subunitara pentru ca numaratorul este mai mic, luam mai
putine parti decat numarul de parti la care impartim intregul.

i Are intregi? Nu.
Pentru ca este fractie subunitara.

3 / 65 <1

4 100 100

Am vazut ca 1/2 este mai mic decat 1 si este fractie subunitara. Dar 2/2? Daca
impartim intregul in doua parti si le luam pe toate? Daca il impartim in sapte
parti si le luam pe toate? Inseamna ca am luat tot intregul. Acestea se numesc
fractii echiunitare si au valoarea egala cu 1. Dar 3/2? Aceasta este o fractie
supraunitara, pentru ca este egala cu 1 plus inca jumatate. Vedeti, avem doua
jumatati plus inca una, trei jumatati. Cele doua jumatati formeaza un intreg si
mai avem in plus inca o jumatate. 3/2 este mai mare decat 1, o numim fractie
supraunitara, adica peste 1, deasupra lui 1. Dintre toate aceste fractii, care
contin intregi? Bineinteles cele echiunitare, care contin doar un intreg, dar
foarte interesante sunt fractiile supraunitare, care contin un intreg si inca ceva
sau mai multi intregi sau mai multi intregi si inca ceva fractionar.

Doar fractiile echiunitare si supraunitare contin intregi. Cele echiunitare contin
un singur intreg, cele supraunitare pot contine mai multi. De exemplu 4/2 este
o fractie supraunitara, pentru ca numaratorul este mai mare decat numitorul. La
fel era si 3/2, numaratorul mai mare, 3 mai mare decat 2. 4/2 inseamna patru
jumatati, doua jumatati aici, doua jumatati aici. Am impartit toate merele pe
care le-am avut in doua bucati si am luat 4. Avem un intreg aici, doua jumatati
si inca un intreg aici, inca doua jumatati, avem in total 2 intregi.
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Doar fractiile echiunitare si supraunitare
contin intregi

1

i |
« v

Dar sa vedem cum aflam acest numar de intregi, matematic, sa folosim un
algoritm. Doar nu o sa desenam tot timpul pe caiet felii de mere si bucati de
pizza. Haideti incercam cu o fractie simpla, de exemplu 5/2. Cati intregi contine
5/27? Intrebarea care se pune de fapt este cati intregi avem in cinci jumatati si ca
sa 0 aflam il luam pe 5 si il impartim la 2, ne da 2 rest 1. Adica 2 intra de doua
ori in 5 si mai ramane 1, mai ramane o jumatate. Asta inseamna ca avem doi
Intregi sl inca o0 jumatate si putem sa omitem semnul plus. Si atunci avem dot1
intregi si jumatate.

M|.|=~. m|w
i1
M)

3 Doar fractiile echiunitare si supraunitare
contin intregi

I
N

2+i S5:2=2rest 1l

-
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Ia sa vedem acum ce se intampla cu opt treimi. Il luam pe opt si il impartim la
trei, sa vedem cati intregi avem in opt treimi? 8 impartit la 3 este 2, ca 2 ori 3
este 6 si mai raman doua treimi. Deci avem doi intregi si doua treimi.

Uiy B:3=2rest 2

Dar la 34 de cincimi? 11 luam pe 34, il impartim la 5, ne da 6, adica avem sase
intregi, pentru ca din 34 putem sa formam sase grupuri de cate cinci, adica sase
Intregi si ne mai raman patru. Avem sase intregi si 4/5. Si ultima fractie din care
scoatem intregii este 97/10. Il impartim pe 97 la 10, adica impartim numaratorul
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la numitor, facem impartirea, dar o facem cu rest. Ne da numarul de intregi si
restul este de fapt cantitatea de fractii care ne ramane, adica 7, 7/10. Ati observat
utilitatea acestei tehnici. 97/10 nu imi spune mare lucru, dar in in forma 9 intregi
si 7/10 imi spune mai multe, ca avem 9 intregi, 9 mere, 9 lucruri, 9 pizza si asa
mai departe si inca putin. Scoaterea intregilor din fractie ne ajuta sa ne dam
seama de valoarea acestei fractii. In fond pe noi ne intereseaza cati intregi sunt
aici, cat de mare este fractia si eventual ne mai intereseaza si ce mai ramane din
urmatorul intreg, iar fractia in sine nu ne spune acest lucru direct, in mod vizibil.

97 _o /. e
T 97 :10=9rest 7

¢ Aflarea unei fractii dintr-un numar si a unui numar cand se cunoaste o fractie din el
Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

TEORIE: AFLAREA UNEI FRACTII DINTR-UN NUMAR SAU DINTR-O FRACTIE
Pentru a afla o fractie dintr-un numar natural, inmultim fractia cu numarul respectiv:

Q
— din c este :
b
a..-ac
b b

Pentru a afla o fractie dintr-o alta fractie, inmultim cele doua fractii astfel: se inmultesc
numaratorii intre ei si numitorii intre ei:

a ,. C
— din — este:

b d
&, 5.0
b d b-d

TEORIE: AFLAREA UNEI FRACTII DINTR-UN N UMAR SAU DINTR-O FRA Cc7 IEDESCARCA PDF
Pentru a afla o fractie dintr-un numar natural, inmultim fractia cu numarul respectiv:

Q
— din c este :
b

a C_a-c
b b

Pentru a afla o fractie dintr-o alta fractie, inmultim cele doua fractii astfel: se inmultesc
numaratorii intre ei si numitorii intre ei:
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a C
— din — este
b d
a ¢ _a-c
b d b-d
o Fractii zecimale: compararea fractiilor zecimale Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

COMPARAREA FRACTIILOR ZECIMALE

Atunci cand mergem la piata in Romania, in Spania sau oriunde in
Europa sau in lume, suntem pusi in situatia de a compara preturi. De exemplu
aici vrem sa cumparam masline si maslinele au preturi diferite, asa cum au si
denumiri diferite. De exemplu aceste masline se numesc Aceituna Aragon, iar
pretul lor este de 7 euro 50, iar aceste masline amestecate si cu alte muraturi
costa 6 curo 50, aceste masline costa 7,90 euro si acestea costa 6,99 curo.
Atunci cand vrem sa cumparam ceva trebuie sa comparam preturile, in general
avem de ales intre mai multe marfuri, iar compararea acestor preturi inseamna
compararea fractiilor zecimale, pentru ca preturile in general sunt scrise sub
forma de fractii zecimale, adica numere cu virgula. Ei, in aceasta lectie vom
invata cum se compara fractiile zecimale si care este algoritmul matematic de
comparatie. De exemplu, pe aceasta taraba care sunt cele mai scumpe masline?
Imediat o sa descoperiti cred ca cele mai scumpe masline sunt acestea din planul
indepartat, care costa 7,90 euro, iar cele mai ieftine masline sunt acestea care
sunt amestecate cu alte muraturi, cu castraveti de exemplu si cu gogosari, care
costa 6 euro jumatate.
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Sa luam acum toate preturlle de pe aceasta taraba. Sa 1ncepem cu 7 90 apoi
6,99, apoi 7,50 si apoi 6,50. Ne propunem sa comparam aceste numere, adica
6,50 cu 6,99 si 7,50 cu 7,90. V-ati dat seama ca nu este deloc greu. 7,50 este
mai mic decat 7,90, pentru ca sunt tot sapte intregi, dar aici avem cinci zecimi,
1ar aict avem mai multe zecimi, adica 9. 6,50 este mai mic decat 6,99, pentru ca
avem tot sase intregi, dar aici avem mai putine zecimi, avem 5, fata de noua
zecimi sl inca noua sutimi. Dar oare toate cazurile de comparatie intre fractii
zecimale sunt asa de simple? Ei, aproape! Exista si cateva capcane, dar am sa
vi le spun acum ca sa nu cumva sa cadeti in ele pe viitor.

Sa luam 0,85 si 1,42. Acum care este mai mare? Vedem noi ca 85 este mai mare
decat 42, dar aici avem un intreg, iar aici nu avem niciunul, pentru ca 0 este mai
mic decat 1, 0,85 este mai mic decat 1,42. Daca aceste doua ar fi preturi, aici
am avea 85 de centi si aici am avea un euro si 42 de centi. Clar un euro este mai
mare decat 0,85. Dar cum am facut de fapt? Ne gandim cum am facut aceasta
comparatie. Am comparat unitatile si apoi daca unitatile au fost diferite, nu ne-
au mai interesat zecimalele, nu mai conteaza. Spunem ca 0 este mai mic decat
1 si de aici rezulta ca 0,85 este mai mic decat 1,42.

0,85 < 1,42
0<1
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Sa luam acum 7,9 si 5,2. Tarasi comparam unitatile. Daca unitatile sunt diferite,
atunci numerele sunt diferite si acel numar este mai mare care are unitatea mai
mare. Aici 7,9 clar este mai mare decat 5,2. Dar sa comparam acum 3,4 cu 3,5.
Aici comparam unitatile si observam ca sunt egale. Inca nu ne-am lamurit care
este mai mare, trebuie sa mergem mai incolo, mai in dreapta, sa analizam putin
si zecimile si vedem ca zecimile sunt diferite, adica 4 este mai mic decat 5. Asta
inseamna ca 3,4 este mai mic decat 3,5 pentru ca 3,5 are o zecime in plus.
Atentie, zecime nu este acelasi lucru cu zecimala. Toate cifrele de dupa virgula
sunt zecimale, dar numai prima cifra de dupa virgula este o zecime, adica a
zecea parte din unitate. Urmatoarea cifra dupa virgula, adica a doua, este
sutime, dar la toate le spunem zecimale.

3,4 < 29

3=3
4<5

Sa comparam acum 1,758 cu 1,752. In acest caz unitatile sunt egale, mergem
mai departe la zecimi, 7 cu 7 este egal, mergem la sutimi, 5 cu 5 este egal, pana
acum numerele sunt egale, dar la miimi observam ca 8 este mai mare decat 2.
Avem 8 miimi aici si 2 miimi aici. Acest numar este mai mare cu 6 miimi,
vedeti, & miimi minus 2 miimi, 6 miimi, in rest sunt identice. Deci acest numar
este totusi mai mare, chiar daca diferenta dintre ele este foarte mica. Observati
cum intotdeauna luam cifrele de la stanga la dreapta, pentru ca astea de la stanga
sunt mai importante, sunt unitati mai mari, este mai mult o unitate decat o
miime sau chiar decat 6 miimi, iar numerele le comparam in felul urmator: luam
cifrele de la stanga la dreapta si comparam una cate una de pe locuri
corespondente, adica unitati cu unitati, zecimi cu zecimi, sutimi cu sutimi,
miimi cu miimi. Daca sunt egale mergem mai departe, daca sunt diferite ne-am
oprit si in felul acesta punem semnul. Daca luam un numar zecimal, adica un
numar cu virgula, de exemplu 1,758, cu cat cifrele sunt mai in stanga sunt mai
semnificative, semnifica unitati mai mari, iar cu cat cifrele sunt mai in dreapta
sunt mai putin semnificative. Adica sunt mai mici si devin din ce in ce mai mici
pe masura ce mergem in dreapta.
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1758 > 1,752
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cifre mai 1’ 7|5 8 cifre mai putin

semnificative semnificative

Sa comparam acum 2,79 cu 2,69. Mergem de la stanga la dreapta si comparam
2 cu 2 este egal, mergem mai departe, apoi comparam 7 cu 6. Ati vazut ca aici
exista o diferenta, aici avem 7 zecimi, 1ar aici doar 6 zecimi. Cele doua numere
sunt diferite si 2,79 este mai mare decat 2,69, chiar daca dupa 7 mai avem orice
altceva, orice altceva ar fi, daca zecimile numarului din stanga sunt mai multe
decat zecimile numarului din dreapta si avem acelasi numar de unitati, atunci
numarul din stanga este mai mare.

3,45 comparat cu 3,4. larasi luam de la stanga la dreapta. 3 egal cu 3, mergem
mai departe, 4 egal cu 4, mergem mai departe, 5 egal cu.. cat o fi aici? Cu cat
sa il comparam pe 5, pentru ca numarul din dreapta nu mai are sutimi? Dar noi
stim ca intotdeauna putem adauga un zero dupa virgula, la coada dupa virgula,
1ar valoarea numarului nu se schimba, daca nu sunt scrise sutimi, inseamna ca
nu sunt, adica sunt 0. Putem sa punem oricand 0 sutimi si sa comparam 5 sutimi
de aici cu 0 si este clar ca 5 este mai mare, deci 3,45 este mai mare decat 3,40.
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3,45 > 3,40

3i=13
4'="1
5>0

Avem acum 2,999 comparat cu 3,01. Observam din prima ca intregii sunt mai
putini in stanga, deci numarul din stanga este mai mic, nu mai conteaza zecimile
in acest caz.

Acest exercitiu ne cere sa ordonam numercle zecimale. Ca sa le ordonam
crescator trebuie sa luam de la mic la mare. Incepem prin a cauta cea mai mica
fractie zecimala, cel mai mic numar din acest sir. Prima data ne uitam la unitati:
7,3,0,9, 3, 1. 0 pare sa fie cea mai mica si intr-adevar 0 este cea mai mica,
pentru ca nu mai exista nici un numar cu zero unitati. Scriem 0,3 aici primul, il
subliniem pe cel pe care l-am luat din sir, sa nu il mai luam inca o data, punem
un semn de mai mic aici sa stim ca ¢l este cel mai mic si continuam. Acum il
cautam pe cel mai mic dintre cele ramase. 0,3 nu mai intra in discutie, a iesit
din sir. Ne uitam iar la unitati, 7, 3, 9, 3, 1. 1 este cea mai mica unitate,
deocamdata nu am avut nevoie sa ne uitam la zecimale, pentru ca am comparat
doar unitatile si a fost suficient. Trecem 1,869 aici, il subliniem ca a iesit din
sir, mai mic. Acum avem aceste doua numere 3,04 si 3,2. Trebuie sa decidem
care din ele este mai mic, pentru ca au unitatile egale. Ne uitam la zecimi, aici
avem 0 zecimi, aici avem 2 zecimi. 0 mai mic decat 2, 3,04 mai mic decat 3,2.
Il scriem, il scoatem din sir prin subliniere si continuam, mai mic decat, acum
a ramas 3,02, il punem aici, urmatorul este 7 ca este mai mic decat 9, il punem
aici si urmatorul si ultimul este 9, il subliniem si il punem in sir. Acesta este
sirul de fractii zecimale ordonat si da, 9 este si el o fractie zecimala, pentru ca
putem sa il imaginam ca 9,000.
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Ordonati crescator urmatorul sir de fractii zecimale:

;520304803 W0 I3 ) 917569

0,3 <M 58698<83.04 <8370 B< /052 B< 8

o Transformarea unei fractii zecimale in fractie ordinara Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia
TRANSFORMAREA UNEI FRACTII ZECIMALE PERIODICE IN
FRACTIE ORDINARA

Stim sa transformam o fractiec ordinara intr-o fractie zecimala, prin
impartire. 3 pe 2 este egal cu 3 impartit la 2 si este egal cu 1,5. Dar invers stim?
In cea mai mare parte stim. De exemplu, 5,23, luam numarul ca atare, fara
virgula, 523 si il impartim la 1 urmat de cate zerouri a migrat virgula, de aici,
pana aici, impartit la 100. Deci 5,23 este 523 supra 100. 0,078 este 78 supra
cate locuri a migrat virgula, 1, 2, 3, impartit la 1000, iar pe 1,5 daca dorim sa il
transformam intr-o fractie ordinara, atunci il asezam aici ca si 15 supra 10,
pentru ca virgula s-a miscat un singur loc la stanga. 15 supra 10. Dar nu este 3
pe 2?7 Ba da, este 3 pe 2, pentru ca putem sa-l simplificam cu 5 si atunci avem
3 supra 2.

523 _ 78
>23= 700 9.978 =7500

(5

15 3
10 2
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Intr-o lectia anterioara am descoperit ca nu toate impartirile se termina frumos,
unele nu se termina deloc, unele se repeta, tot felul de ciudatenii. Pe aceste
fractii zecimale notate cu negru stim cum sa le aducem la forma de fractie
ordinara, adica sa reconstituim impartirea: 1 impartit la 4, 1 impartit la 5 si asa
mai departe. Dar ce ne facem cu celelalte? Cum reconstituim impartirea daca
avem un numar ca acesta? Va intrebati probabil dar de ce am vrea acest lucru?
Am vrea pentru ca fractia periodica nu este exacta. Ce am scris aici sau chiar
daca punem parantezele acelea, in aceasta forma numarul nu se poate scrie
exact, tot timpul vor ramane o parte din zecimale nescrise si ati vazut ca daca
facem proba impartirii nu o sa ne dea exact, in schimb daca scriem numerele
sub forma de fractie, aceasta este exacta, fractia ordinara este exacta, in schimb
fractia zecimala, care nu se termina nu este exacta. De exemplu, aici putem
discuta daca sa punem semnul de egal sau alt semn. Prima data as lua cea mai
simpla fractie zecimala periodica, de exemplu 1 pe 3 este egal cu 0,333 3 in
perioada. Haideti sa il transformam invers. Care este algoritmul prin care din
0,3 in perioada ajungem la 1 pe 3? Ce pot sa va spun de pe acum este ca nu mai
este cu 10 la numitor, este cu 9. Haideti sa vedem! 1 supra 3 este egal cu 0,333
la nesfarsit este de fapt 0,3 in perioada, iar pe 0,3 in perioada il transformam in
felul urmator. La numarator, la fel, punem numarul asa cum il vedem fara
virgula, fara zero dinainte si fara paranteze, doar numarul natural, 3, da, la
numitor in loc sa punem 10, punem 9 si avem 3 pe 9, care poate fi simplificat
imediat cu 3 si avem 1 pe 3 exact de unde am plecat. Acum ca stim sa il
transformam pe 0,3 in perioada inapoi in fractie ordinara, sa luam pe urmatorul,
care este un pic mai complicat, pentru ca are si un 1 aici, care nu este in
perioada, doar 6 este in perioada.

%=0,333... - 0,(3)

_ 3 _1
0:(3)_ 9 - 3

0,1 si 6 in perioada, cum se transforma inapoi in fractie ordinara? Bineinteles
vom avea tot o fractie, la numarator vom avea numarul exact cum il citim aici,
dar fara virgula si fara paranteze, numarul natural, curat, dar va trebui sa scadem
din el numarul dinainte de perioada, numarul care nu este in perioada, la fel,
fara virgula, fara nimic, fara zerouri, curat, numarul natural. De data aceasta
este 1, pentru ca aici avem 0, 01 inseamna 1. La numarator avem 16 minus 1,
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la numitor avem atatea cifre de 9 cate cifre avem in perioada, adica in paranteza,
1n acest caz avem o singura cifra in perioada si atatia de zero cate cifre avem in
afara perioadei, dar sa fie zecimale. Deci nu conteaza intregii, adica cifrele
aflate intre virgula si paranteza. De data asta avem 1, o cifra. Punem un zero,
mai departe, daca facem scaderea este 15 supra 90, putem sa simplificam cu 3,
o sa avem 5 supra 30, mai putem simplifica si cu 5 si o sa avem 1 pe 6, pentru
ca 5 impartit la 5 este 1, 30 impartit la 5 este 6. lata ca am ajuns de unde am
plecat.

(3 (5
16 16-1 15 5 1
A 90 90 30 6

Regula pe care am folosit-o este urmatoarea. Avem o fractie zecimala, aici, un
numar cu virgula, care este format din: partea intreaga, partea zecimala dinainte
de perioada, i1 spunem parte zecimala neperiodica, apoi in paranteze avem
partea periodica, formata din mai multe cifre. Acest numar este egal cu o fractie
la care punem la numarator tot numarul asa cum il citim, dar fara virgule si fara
paranteze, numarul natural, din care scadem, deci minus, tot numarul fara
partea periodica, adica tot numarul aceasta, partea intreaga si partea zecimala
neperiodica la un loc, fara virgula, vazut ca un numar natural. La numitor avem
cate un noua pentru fiecare cifra din perioada, urmat de atatea zerouri cate cifre
zecimale avem inafara perioadei, deci nu conteaza partea intreaga, cate cifre
avem de aici pana aici. Aceasta este fractia pe care o obtinem si daca efectuam
impartirea obtinem inapoi fractia zecimala periodica de la care am plecat.

parte intreaga , parte zecimala neperiodica ( parte periodica ) =

tot numarul — tot numarul fara partea periodica

]

Cate un 9 pentru fiecare cifra din perioada
Cate un 0 pentru fiecare zeégimala din afara perioadei

Haideti sa testam acum cu 5,14 si in perioada avem 21. La numarator avem
numarul format din 5 1 4 2 1 adica 51421, din care scadem tot numarul fara
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partea periodica, adica, 5 1 4, 514. La numitor avem cate un 9 pentru fiecare
cifra din perioada, 1, 2 si cate un 0 pentru fiecare zecimala din afara perioadei,
1, 2, apoi la numarator avem de efectuat o scadere, rezultatul acestei scaderii
este 50907, va rog sa faceti scaderea daca nu ma credeti. Ei, acum facem
impartirea 50907 impartit la 9900. Puteti sa o faceti pe caiet, eu am s-o fac cu
calculatorul, ca sa nu va plictisesc. 50907 impartit la 9900 este egal cu 5 14 21
21 21, adica 21 in perioada. Iata numarul nostru de unde am plecat.

5,142121212121212
parte intreaga , parte zecimala neperiodica ( k |
tot numarul — tot numarul fara partea pe| * v ¥ Vi
Cate un 9 pentru fiecare cifra din perioada = : i -
Cate un 0 pentru fiecare zecimala din afare 7 8 9 %
4 5 6§ —
51421-514 50907 1 2 3 A

5,14(21) =
& 9 9 00 9900 4 0 , —

myuestlo

Astazi am aflat cum sa transformam inapoi fractiile zecimale periodice in fractii
ordinare si avem trei cazuri. Primul caz este o fractie zecimala periodica simpla,
fara parte finita. 0,2 in perioada, este 2, adica numarul natural pe care il vedem
aici fara paranteze, fara zerouri in fata si fara virgula supra atati de 9 cate cifre
avem in perioada. Al doilea caz, de exemplu 1,3, de data aceasta avem si parte
intreaga si fractia ordinara este: la numarator avem numarul natural pe care il
vedem, minus numarul care este in afara parantezei, 1 virgula si atat, deci este
1, supra atati de noua cati avem in paranteza. Al treilea caz este cand avem si
zecimale finite si zecimale periodice, avem numarul asa cum il vedem adica
2345 minus partea care nu este in paranteza ignorand virgula, adica 234 supra
atatea cifre de 9 cate cifre avem in interiorul parantezei si atatea cifre de O cate
cifre avem in afara parantezei, dupa virgula.
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A\ b

0,(2) = %

1,3 = 13-4

2345- 234
900

2,34(5) =

o Transformarea unei fractii ordinare in fractie zecimala Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

TRANSFORMAREA UNEI FRACTII ORDINARE IN FRACTIE
ZECIMALA
Am invatat pana acum doua feluri de fractii: aceasta se numeste fractie
ordinara, de exemplu 1 pe 2, care este egala cu 0,5, asta se numeste fractie
zecimala. Cele doua sunt egale, dar sunt scrise diferit. In aceasta lectie ne vom
ocupa de transformarea din aceasta forma in aceasta forma.
Deja stim sa transformam cateva fractii ordinare in fractii zecimale. De
exemplu, 1 pe 2 transformat in fractie zecimala este 0,5, alta forma, aceeasi
valoare. Fractia ordinara este compusa din 3 lucruri: numarator, linie de fractie
si numitor, fractia zecimala este compusa din partea intreaga, o virgula si partea
zecimala. Dar ce este de fapt fractia ordinara? Este o impartire nerealizata, linia
de fractie semnifica impartirea: 1 pe 2 sau 1 impartit la 2. De exemplu 15 pe 3,
este o impartire nerealizata, dar noi stim ca 15 impartit la 3 este 5. 5 este forma
realizata a impartirii si 0 numim fractie zecimala, chiar daca in acest caz nu are
virgula. Si fractiillor ordinare le poate lipsi cateodata numitorul, adica au
numitorul 1. La fel si aici putem sa spunem ca are virgula 0. Dar 29 pe 5, cum
se face? Trebuie sa facem pur si simplu impartirea. 29 impartit la 5. 5 in 29 de
cinci ori, pentru ca 5 ori 5 este 25, ramane aici 4, coboram 0 de la zecimi, 5 in
40 de 8 ori, 8 ori 5 este 40, raspunsul este 5,8.
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fractii ordinare fractii zecimale

29

|5 - ==
2 s -29:5=58
40

40

Gata, am terminat! Asta este toata lectia de azi, cum sa transformam o fractie
ordinara, care este de fapt o impartire nerealizata, intr-o fractie zecimala.
Realizam impartirea, foarte simplu, nu? Transformarea din fractie ordinara in
fractie zecimala inseamna sa rezolvam impartirea. Chiar daca am invatat acum
sa transformam din fractii ordinare in fractii zecimale, tot mai am doua lucruri
sa va spun, doua lucruri foarte interesante. Primul ar fi cum facem
transformarea fara sa facem impartirea si al doilea este o datorie mai veche, era
o impartire mai ciudata, la care am zis ca revenim ca s-o lamurim. lata cum
putem sa transformam o fractie ordinara in fractie zecimala fara sa impartim,
dar fractia trebuie sa vrea, adica trebuie sa aiba un anumit fel de numitor. Numai
anumite fractii pot fi transformate usor, foarte usor. De exemplu aceasta: 18 pe
10, 1l luam pe 18 si mutam virgula o pozitie la stanga si avem 1,8. 18 pe 10
transformata in fractie zecimala este 1,8. Dar 25 pe 100? Facem acelasi lucru,
scriem 25 si mutam virgula doua pozitii, pentru ca avem aici doua zerouri, o
pozitie, doua pozitii si punem un zero, pentru ca lipseste si 25 pe 100 este egal
cu 0,25 si daca ne gandim putin 25 pe 100 este 25%, adica un sfert. Daca
simplificam cu 25 avem 1 supra 4, care este un sfert, iar fractia zecimala pe care
o avem aici 0,25 semnifica tot un sfert. Mai departe, 1 pe 100. Cat este forma
lui zecimala? Este 0,01, pentru ca l-am luat pe 1, am imaginat virgula dupa el
si am mutat virgula doua pozitii: una, doua si ne-a dat 0,01, adica o sutime. Se
imparte intregul in 100 de bucati si luam doar una, asta inseamna o sutime.

18 _ 25 1
18 0,25 100

10 ° 100 S
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Dar 7 supra 5? Sigur, putem sa facem impartirea, 7 impartit la 5 este 1, pentru
ca 2 ar fi 10 deja. 1 ori 5 este 5, facem scaderea, da 2, coboram 0 de la zecimi,
acum punem virgula neaparat aici, 20 impartit la 5 este 4, 4 ori 5 este 20, am
terminat impartirea, pentru ca aici da 0. Deci raspunsul exact este 1,4. Dar mai
exista o cale chiar mai usoara de a transforma o fractie ordinara intr-o fractie
zecimala. Avem 7 supra 5 si ideea este sa realizam aici numitorul 10 sau o
putere a lui 10, adica 10, 100, 1000 si asa mai departe. Ca sa avem aici 10 ne
mai trebuie un 2, pentru ca 2 ori 5 este 10. Ce ar fi sa amplificam cu 2, la
numarator vom avea 14 si la numitor vom avea 10. Acum impartirea este foarte
simpla, pentru ca luam pe 14, punem virgula aici sau imaginam virgula aici si
o trecem o pozitie la stanga si am gasit raspunsul, este 1,4, ca si aici. Este ceva
mai usor? Eu zic ca da! Intotdeauna prefer sa fac doua inmultiri fata de o
impartire.

e
5

7 |5
95 |14

20

20
Dar pentru 24 supra 15? Putem gasi fractia zecimala fara sa facem impartirea?
Sa ne gandim putin! La numitor avem un 3 si un 5, adica 3 ori 5. 5-ul este bun,
ca din cinci putem sa scoatem un 10, prin inmultirea cu 2, dar 3-ul este in plus.
Atata timp cat vom avea 3 aici, nu vom putea aduce numitorul la o putere a lui
10, trebuie sa scapam de 3 si ne uitam la numarator, ne ajuta el oare sa scapam
de 3? Raspunsul este da, pentru ca 24 este divizibil cu 3, 3 este divizor comun,
chiar cel mai mare divizor comun si putem linistiti sa simplificam cu 3 de data
aceasta. 24 impartit la 3 este 8 si 15 impartit la 3 este 5. Ei, acum bine am intuit
ca trebuie sa inmultim cu 2, adica sa amplificam cu 2, pentru a avea aici 10.
Asta inseamna ca la numarator vom avea 16 si la numitor vom avea 10, e
aproape gata, pentru ca rezultatul inseamna 1,6, am luat virgula si am trimis-o
o pozitie la stanga. Evident nu ne putem juca asa cu toate fractiile, dar va
recomand ca inainte sa treceti rapid la impartire, sa va uitati de doua ori la
numitor si sa va ganditi, hmm, cum as putea sa aduc acest numitor la forma 10

2)

/14 94

=14 5 - 10
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sau 100, ce ar trebui sa i1 fac si apoi ne uitam la numarator sa vedem daca
numaratorul ne ajuta, in acest caz ne-a ajutat.

24 '8 _16_,
15~ 5 410

]

o Aproximari Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia
FRACTII ZECIMALE — APROXIMARI LA ORDINUL
ZECIMILOR/SUTIMILOR

Sa vedem la ce sunt bune aproximarile si cum le folosim in lumea reala.
De exemplu avem un concurs de BMX si ne intrebam cati elevi au participat la
concursul de BMX din localitatea ta. Daca intrebam un concurent el ne va spune
ca au fost aproximativ 1000. Acesta a facut de fapt o estimare, el nu are de unde
sa stie numarul exact de concurenti, dar daca intrebam un parinte, el ne va
spune, nu, au fost cam 900, dar intreband un antrenor, el ne va spune ca au fost
aproximativ 890, dar daca vrem sa aflam exact, intrebam organizatorul si el ne
va spune de pe listele cu concurenti ca sunt exact 893 de elevi. Sa punem aceste
raspunsuri intr-o lista: raspunsul concurentului, al parintelui, al antrenorului si
al organizatorului. Raspunsul 1000 este aproximativ, la fel si 900, la fel si 890,
desi se apropie din ce in ce mai mult de adevar. Dar raspunsul organizatorului,
893, este cel exact. Celelalte trei raspunsuri sunt doar aproximari ale adevarului.
Daca ne uitam unde sunt reprezentate aproximarile noastre pe axa numerelor,
observam ca 1000 este reprezentat aici, 900 aici, 890 mai la stanga cu 10, iar
numarul nostru exact 893 este intre 890 si 900, mai aproape de 890. Observati
cum raspunsurile sunt din ce in ce mai apropiate de 893. Uitati-va la 890, vedeti
cat de apropiat este de 893? De fapt este cel mai apropiat dintre numerele care
au zecl intregi. Spunem ca este cea mai precisa estimare. Facem estimari atunci
cand nu avem suficiente date sa evaluam ceva in mod exact si atunci estimam.
Iar 1000 este cea mai putin precisa estimare, pentru ca este cea mai indepartata
de 893.

73


http://www.foxitsoftware.com/shopping

893

900 1[.15.}0

Aproximarea se poate face la unitati, la zeci, la sute, la mii si asa mai departe,
dar si la zecimi, sutimi, miimi si asa mai departe. De exemplu, numarul 3,4 care
este o fractie zecimala poate fi aproximat la unitati prin lipsa, ignorand
zecimalele, ignorand aceste zecimi. Daca ne uitam pe axa numerelor 3,4 este
aici, iar aproximat prin lipsa inseamna ca merge catre cea mai apropiata unitate,
pentru ca aproximam la unitati, mai mica, mergem catre un numar mai mic, din
3.4 ajungem la 3. Dar 3,4 poate fi aproximat si prin adaos, asta inseamna ca
merge catre cea mai apropiata unitate, pentru ca avem unitati aici, mai mare
decat numarul nostru, adica merge la 4. Ca sa-1 aproximam pe 9,1 la unitati il
transformam in 9, tot pe 9,1 daca il aproximam prin adaos, il vom transforma
in 10, pentru ca cea mai apropiata unitate mai mare decat 9,1 este 10. In acest
caz vedem clar ca 9 este o aproximare mai buna, prin lipsa, deci in acest caz
aproximarea prin lipsa este mai exacta.

Cum aproximam la unitati?

9,1 s
9,1 2 10

Acum sa aproximam la zecimi numarul 8,346. Acestea sunt unitatile, iar acestea
sunt zecimile. Dorim sa-1 aproximam prin lipsa la zecimi si vom forma un
numar cu zecimi intregi, adica fara sutimi, fara miimi. Cel mai apropiat numar
cu zecimi intregi, mai mic decat acesta este chiar 8,3. Insa la aproximarea prin
adaos trebuie sa gasim cel mai mare numar apropiat de 8,346 si acesta este 8,4
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sau puteti sa va ganditi la el ca si 8,400, pentru ca aici avem 8,346, oricum
aceste doua zerouri nu vor avea nicio valoare.

Cum aproximam la zecimi?

8,346 Lt 83
8,346 o= 8,4

Dar cum il aproximam pe 5,768 la sutimi? Care sunt sutimile? Acestea sunt
unitatile, imediat dupa virgula avem zecimile, apoi sutimile. Ne dorim un
numar intreg in sutimi, adica 5,76 daca este aproximare prin lipsa. Am scos
aceste miimi si am ramas cu 5,76. Ca sa-l aproximam prin adaos pe 5,768
trebuie sa ajungem la un numar mai mare decat el, ca adaugam, ca sa ajungem
la un numar intreg in sutimi si acesta va fi 5,77. Vedeti, aici la 68 am adaugat
2 miimi si am ajuns la 7 sutimi. 68 plus 2 inseamna 70. Puteti sa considerati
desigur acest numar ca fiind 5,770.

Cum aproximam la sutimi?

5,768 £ 5,76
5,768 <2 5,77

Aproximarea la zeci a numarului 25,76 prin lipsa ne duce la 20, pentru ca este
cea mai apropiata zece intreaga mai mica decat 25,76, dar prin adaos ne duce
catre 30, pentru ca 30 este cea mai apropiata zece intreaga, dar mai mare decat
25,76.
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Cum aproximam la zeci?

25 76 Laik=, 20
25,76 2222 30

o Operatii cu numere rationale: adunarea, scaderea, inmultirea si impartirea fractiilor

ordinare; adunarea si scaderea fractiilor zecimale cu un numar finit de zecimale

nenule; inmultirea si impartirea fractiilor zecimale cu un numar finit de zecimale nenule
Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Multimea numerelor rationale

Definitie
Numim multimea numerelor rationale, multimea Q = {—|m,n eZ.n# O} .
n

Un element din Q il numim numar rational.

Perechile (mm,1) le numim fractii si le notam tot prin —
n

Avem sirul de incluziuni N ¢ Z c Q.
Definitie.

Numarul intreg n se numeste numitor iar numarul intreg m se numete numdritor.
Linia orizontala " - " se numeste linie de fractie.

Dac m<n, fractia se numeste subunitard. Daca m>n fractia se numeste supraunitard. In
cazul m=n fractia se numeste echiunitard.

Operatii fundamentale cu fractii.

Adunarea fractiilor
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Fie fractiile — si £. Definim adunarea celor doua fractii ca fiind fractia

n q
m. p_mg+np
n q ng
Observatie.

Daca fractiile pe care le adunam au acelasi numitor atunci, din definitia de mai sus,

m m+
rezulta : —+£:—p.
n n n

Pentru a aduna doua fractii, cel mai simplu este sa amplificam / simplificam fractiile
pentru a le aduce la acelasi numitor si apoi sa le adunam.

Proprietitile adundrii fractiilor.

m m
a. Adunarea este comutativa: — + £ = £ +—

n g q n

m r m r
b. Adunarea este asociativa: | —+ P +—=—++ P +—

n q S n q S

. . . 0 . a
c. Existenta elementului neutru: exista EEQ astfel incat VZEQ sa avem

+

>R

+

> o
o> o

=2 Numarul %e Q il consideram, mai simplu 0.

b

> |2

d. Opusul unui numar rational: V% e, EI[— %j eQ astfel  incat

a a al a
—+|-—|=|-—7|+—=0
)
Inmulirea fractiilor

Fie fractiile — si £. Definim inmultirea celor doua fractii ca fiind fractia
n q

m p m-p
n g ngq
Proprietitile inmultiriii fractiilor.

m m
a. Inmultirea este comutativa: — - P = p.n

n.q q n
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n q q s
1
c. Existenta elementului neutru: exista — € O astfel incat vee O saavem %% = % 1 = %
1
d. Inversul unui numar rational: V-2 e 0,3 b € Q astfel incat ab = b.a =—
b a ba abd 1

m r m m r
e. Inmultdrea este distributiva fata de adunare: -£+— :—-£+—-—
q S n q
r\ m m r m
£+_ -_:B._+_._.
q S

Impartirea fractiilor

Fie fractia — € Q . Fractia — € O se numeste inversa fractiei — (m,neZ ).
n m n

Fie fractiile 2 si £ . Definim impartirea lui " 1a £ catiind produsul dintre n
n q n q n

si inversa fractiei P :

q

Exemplu

_26_12
35 15

e
6

Operatii de grad superior cu numere rationale.

Ridicarea la putere.

Fie a € Q si ne N . Definim puterea n a lui a ca fiind produsul notat ¢" =a-a-...-a
denori

. Se citeste a la puterea n.

Proprietati
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3. —=a"",a>0;
a
4, (a”)m=a”’”,a>0;
5 (ab)" =a™-b",a>0,b>0;

6. [Ej :ﬂ, a>0,b>0.
b b"
0 Media aritmetica si media ponderata a doua sau mai multe numere rationale
MEDIA ARITMETICA PONDERATA Prof Dr Bogdan C tin, Cepoi Delia
Aveti Tn imagine cateva greutati pentru cd aceastd medie este 0 medie cu
greutdti, dar nu este foarte grea, o sd vedeti imediat. Ce inseamna medie?
Inseamni valoarea mijlocie a mai multor marimi, iar media aritmetici suma
mai multor marimi Tmpartite la numarul lor. De exemplu, daca un baietel ia
doua note: un 10 si un 8, media acestor note este suma acestor marimi, adica 10
plus 8, impartite la numarul lor, adica la 2, pentru ca sunt doud numere. Asta
inseamna 18 pe 2, adicd 9. Deci media aritmeticad dintre 10 s1 8 este 9. Media
aritmeticd semnificd mijlocul distantei dintre doud numere, dacd sunt doud
numere. Dar dacd avem trei numere? Acum media se calculeazad ca suma din
aceste tret numere impartite la numarul lor, adica la 3.
Medie - Valoarea mijlocie a mai multor marimi.
- Suma mai multor marimi impartita la numarul lor.

10+8+7 _ 25 _
8(3) M= — 5 =73 =808
10 plus 8 plus 7 este 25 supra 3, este egal cu 8 virguld 3 in perioada. Vedeti
cum media aritmeticd a acestor numere este ceva mai mare decat 8. Dar sa
vedem acum ce inseamnd pondere si apoi ce inseamnd media aritmetica
ponderata. Daca ne uitdm in dictionar pondere inseamna greutate specifica sau
importantd. Daca baietelul s-ar intreba ce notd este mai importantd, evident ca
toate notele sunt importante, de aceea media aritmeticd ponderatd nu se aplica
la note, dar se aplicé la multe alte lucruri. Iatd avem alti doi baieti care isi doresc
cate un telefon mobil, dar nu stiu ce sa aleagd dintre Samsung Galaxy A6 Plus
sau Huawei P Smart sau Xiaomi Redmi Note 4. Aceasta este lista scurtd de
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unde trebuie ei sd aleaga. Aceste telefoane au aproximativ acelasi pret, tot ce
trebuie s faca ei este sa il aleaga pe cel care li se potriveste cel mai bine, adica
trebuie sa le aseze pe o axa unde in dreapta este cel mai potrivit telefon pentru
mine i sa le ordoneze in functie de preferinte si apoi sa il aleagd pe cel cu
valoarea cea mai mare. Dar cum facem asta? Un exemplu ar putea fi asa:
asezam Samsung-ul aici, asezam Huawei-ul aici si Xiaomi aici. Dar pentru o
comparare obiectiva trebuie sa lucram cu numere, trebuie sd asociem fiecaruia
caracteristici tehnice, apoi sa realizam acest clasament. latd facem un tabel,
asezam telefoanele Samsung, Huawei si Xiaomi si ne vom referi acum la doua
caracteristici tehnice foarte importante cand vine vorba de telefoane si anume
rezolutia camerei foto in pixeli si bateria in miliamperi/ord. Dacd nu stiti ce
inseamna miliamperi/ora o sa aflati in curand la fizica, este o unitate de masura
a energiel s1 ne da o masura despre cat tine bateria acestui telefon, cat de
puternicd este bateria pentru a Tnmagazina si contine energie electrica. Ne uitam
pe internet s1 gasim rezolutia celor trei telefoane: 4608 in cazul acesta, 4160
pentru Huawei si 3500 pentru Xiaomi. Observam cd daca singurul nostru
criteriu ar fi rezolutia camerei foto, atunci clar am alege telefonul Samsung
pentru cd celelalte doud au o rezolutie mai slabda, nu mult mai slaba, dar
suficient cat sa le deosebim. Dar 1n joc intrd si bateria. latd Samsung are o
baterie de 3500 miliamperi, Huawei are o baterie de 3000 miliamperi, iar
Xiaomi de 4500 miliamperi. Iarasi, dacd am compara telefoanele tindnd cont
doar de baterie, Xiaomi ar fi cel mai bun, apoi Samsung, apoi Huawei. Dar noi
dorim sa le comparam tindnd cont de ambele caracteristici, deci putem face o
medie, nu? Haideti si facem media aritmetici. Inci nu am ajuns la media
ponderatd, o sd vedem unde o sd avem nevoie de ea, dar pentru moment facem
doar media aritmetica, adica adunam aceste doud numere si le impartim la 2.
Sa vedem care telefon iese mai bine din acest calcul. latd media aritmeticd a
tuturor telefoanelor, da, 3500 plus 4500. Acum calculam si ne va da aceste
rezultate. lata ca din medie cel mai bine a iesit Samsung, apoi Xiaomim, apoi
Huawemi. Deci dacd este sa le asezam pe o axa a preferintelor atunci le asezdm
in functie de medie, cd nu putem sa le asezdm pe axa in functie de doua
caracteristici, ne trebuie un singur numdr si aici ne-a ajutat media: sa
transformdm din doud numere intr-un singur numar si acum putem sa le
ordonam pe axa pentru a-1 putea alege pe cel mai bun. Il asezim pe Samsung
aici cu cea mai mare valoare, apoi pe Xiaomi, apoi pe Huawei. Bun, asta
inseamna ca putem alege, Samsung este cel mai bun.
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4 608 3500 4 GOR+3 500

2 =4 054
2, |HP 4160 | 3000 | 4 159;3@{3 —
3. | x4 3500 | 4500 | 3500+4500

; = 4000

Media a.: 3 580
E (5 1 |

HP X4 SAG _
Ia sa vedem baietii nostri sunt multumiti? Acesta ne spune: pentru mine e de
doua ori mai importantd camera foto. Bravo! Samsung are cea mai buna camera
foto. Deci acesta este telefonul ideal pentru tine. Ia sd@ vedem si caracteristicile
camerelor foto 4160 de pixeli, 3500 pixeli, 4608 pixeli. Intr-adevir Samsung
este cel mai bun pentru tine si iatd matematica, adica media aritmetica ne-a
ardtat acest lucru. Dar acest baietel ne va spune: pentru mine e de trei ori mai
importantd bateria. Nu stim de ce, poate merge mult cu autobuzul si 1 se
descarca telefonul, dar important este cd acestui baiat ii plac telefoanele cu
bateria puternicd, iar Samsung nu este telefonul cu cea mai puternica baterie,
pentru cd dacd ne uitdm la caracteristici are doar 3500 de miliamperi, Xiaomi
ar fi o alegere mai bund. latd ca aici media aritmetica nu ne-a ajutat. Puteti
spune, de ce nu-l alege direct pe acesta, ce ne mai complicim cu media
aritmetica? Pentru ca pentru acest baiat este de trei ori mai importanta bateria.
Dar nu a spus ca nu e importantd camera foto, vrea sd isi ia un telefon cu care
poate sa faca poze, evident. Oare Xiaomi se incadreaza in acest criteriu? Nu
cumva Samsung este mai bun pentru ca are si baterie relativ puternica, dar si
camerda? Cum masurdm ca este de trei ori mai importanta bateria? Apelam
evident la media aritmeticd ponderatd, numai ca trebuie sa o invatam inainte.
Si speram ca acest telefon o sd 1asad primul atunci cand punem criteriul ca bateria
este de trei ori mai importantd. Vedeti, media aritmeticd ponderatd de fapt ne
spune ce valoare este mai importantd pentru a alege telefonul: camera foto sau
bateria. Din cauza ca bdietii au preferinte diferite o sd trebuiasca si calculam
doud medii aritmetice ponderate, una pentru bdietelul din stanga si alta pentru
baietelul din dreapta, ca sa i1 multumim pe amandoi. latd cum facem, ludm
telefoanele si facem un tabel asemdnator cu tabelul de dinainte. Doar cé o sa
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calculam doua medii, in prima medie spunem ca rezolutia foto, numarul de
pixeli este de doud ori mai important decét bateria. Cum scriem acest lucru?
Media este asemdndtoare doar ca pe numarul care este mai important il
inmultim cu 2, iar la numitor trebuie sa punem 3, pentru ca sunt doi aici si unul
aici, doud numere aici, un numar aici, in total avem trei numere si iata am facut
un fel de medie aritmetica, se numeste medie aritmetica ponderata, pentru ca
am ponderat aceasta valoare, am facut-o mai importanta, inmultind-o cu 2. La
fel si pentru Huawei, la fel si pentru Xiaomi. Acum calculam si observam ca
Samsung are cea mai mare valoare. Este normal pentru cd Samsung are cea mai
mare rezolutie, dar atentie, are si bateria bund, pentru ca daca bateria ar fi fost
foarte slabéd poate nu iesea el, conteaza totusi si bateria, chiar daca rezolutia
conteazd de doud ori mai mult. Deci care este cel mai potrivit telefon pentru
acest baiat? Le asezam pe toate ordonate si observam ca Samsung este cel mai
potrivit si asta ar trebui sa fie alegerea lui.

Baterie ilmh
(man) @ .
3 500
[. 4 6082 + 3500:4238
3
2. | HP 4 160 3 000
41502'30{]0:3]’?3
= 3
3.| X4 g | 22 L 3 500-2 + 4 500
ﬁ* — = 3 B33
3
Media pl 3 7'?'3 3 3[33 4 :1;38 Kcel mai potrivit telefon pentru mine
T I T
HP X4 SABH il

Haideti sa trecem la a doua coloana, sd facem alegerea si pentru celdlalt baiat.
De data aceasta 4608 nu mai este asa important, desi are importanta lui,
conteazd sa aibd o camera foto bund, dar nu este cel mai important criteriu. Deci
il scriem pe 4608, il adundam cu 3500, dar de data aceasta il inmultim cu 3,
pentru ci este de trei ori mai important, deci il ponderdm cu trei. In total cate
numere ar fi? 1 aici si inca trei aici, 4. Considerati ca acest numadr este inmultit
cu 1. 1 plus 3 este 4. Mergem mai departe, proceddm in acelasi fel, apoi le
calculam si ce observdm? Ca telefonul Xiaomi este cel mai potrivit pentru ca
are bateria foarte buna si totusi camera nu este chiar asa de slaba. lata acum
ordonarea este diferitd dacd am modificat ponderile, aici avem 2, aici avem 3,
s-a modificat si ordinea pe aceastd axa. Deci baiatul nostru cu siguranta va fi
incantat de telefonul produs de Xiaomi.
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1. | SAG+ 4 608 3 500

4 608:2 +3 500 _ waie 4 608 +3 5003 _ .
3 4
2. | HP 4 160 3000
4JEU;+3MU=HH r1145{:+3c}1|:|0-2.=3290
2 ‘ 3 4
3. 194 3 3500 43 3 500:2 + 4 500 3500 + 4 5003
- e || TR L
3 4
Media p2 2 2:30 S a i it ﬁ_ﬁcel mal potrivit telefon pentru mine
I I T -
HP SABE+ ¥4 X4 -
Media pl: 3 :'?3 3 3?3 4 2!38 ce| mai potrivit telefon pentru mine
] I ]
HP X4 SAG*  oags

Iata doar una din utilizarile mediei aritmetice ponderate. Va mai spun doar ca
de cate ori mergeti la un magazin virtual, pe internet si vi se fac recomandari sa
stifi ca toate aceste recomandari sunt calculate cu ajutorul mediilor ponderate
in functie de ceea ce preferd mai mult un anumit client sau altul.

Sa revedem putin cum se calculeazd media aritmetica. Daca avem cateva
numerca ,,a ,, a , numere reale, media aritmetica este suma acestor numere
a i plus a ,plus si asa mai departe pana la a , impartitd sau supra numarul lor.
De exemplu dacad avem 5, 6 si 10 atunci media aritmetica a acestor numere este
5 plus 6 plus 10 impartita la 3, pentru ca sunt 3 numere. Mai departe este egal
cu 6 plus 5 este 11, 21 supra 3, care este egal cu 7. Deci media aritmetica este
undeva in mijlocul grupului de numere dacd le ordonam pe axa, dacad sunt doar
doud numere, atunci este exact la mijlocul distantei dintre ele. Dar sa vedem
acum media aritmeticd ponderatd cum se calculeazd. Daca avem mai multe
numere realea ;,a ,,a , sl asa mai departe si mai avem un set de greutati sau
de ponderi sau de parametri cum vreti sd le spuneti, un alt set de numere, tot
numere reale, atunci media aritmetica ponderata pe care adesea o notaim cu M
este egald cu suma dintre numerele noastre inmultite corespunzator cu fiecare
parametru din acesta, cu fiecare pondere a ;cup ;, a ,cup , si asa mai
departe pdndlaa ,cup ., Impartitd la suma acestor numere, adicap | plusp -
plus si asa mai departe p . . Aceasta este formula mediei aritmetice ponderate.
Un caz particular este acela in care toate p-urile sunt egale cu 1, caz in care
avem media aritmetica pe care am invatat-o inainte, pentru cd inmultirea cu 1
lasa numarul neschimbat, iar aici dacd avem 1 plus 1 plus 1 este numarul de
parametri, adicd numarul de numere. Sa facem si un exemplu, daca avem 5, 6
si 10, cum calculdm media aritmeticd ponderatd dacd ponderile sunt 1, 2,
respectiv 4. Deci media aritmetica ponderata este 1 ori 5 plus 2 ori 6 plus 4 ori
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\\

10, da, inmultim fiecare parametru cu numarul corespunzator supra suma
parametrilor, adica 1 plus 2 plus 4, ceea ce ne va da 57 sus supra 7 jos, adica
8,1 si alte cateva zecimale. Deci media ponderata a aparut aici, 8,1, intre 6 si
10. in conditiile in care media aritmetica a aparut la 7. Oare de ce a aparut media
ponderata mai la dreapta? De ce este un numar mai mare? Pentru ca 10, cel mai
mare numar din aceastd multime, are ponderea cea mai mare, este cel mai
important. Dar dacd modificam ponderile si ddm importantd mai mare lui 5,
haideti sa calculam, media ponderatd va fi 7 ori 5 plus 1 ori 6 plus 2 ori 10 supra
7 plus 1 plus 2. Numadratorul este egal cu 61, iar la numitor avem 7 plus 1 plus
2 adica 10, ceea ce ne da 6,1 ca si medie ponderatd, pe care o asezam undeva
aici, imediat dupa 6. Vedem ca media este mai mica de data aceasta. De ce?
Pentru ca un numar mai mic are importantd mai mare.

L - a;+a,+.. +a,
Media aritmetica: a; a,, ...a, ER M. = -
n
6+10+5 21
5 6, 10 M, = = =7
3 3
M,
3, + praz+.. +pa
Media aritmetica ponderata: a;, a,, ...a, €R M, = Pra; + pyra; Py
Py, Pas o Py, ER P1+pyt ... Py
pe 7, 1, 2 7 1-5+2-6+4-10 57
H 1 & = = = E.l
L2 ' 1+2+4 7
a.gms, 6, 10
[!1 7:5+1-6+2:10 61
Vo M, = = = 6,1
M- ' T+1+2 10
Numere irationale Prof Dr Bogdan C tin, Cepoi Delia

Multimea numerelor irationale (notatd
cu I=R\Q:

Definitie. Numim numadr irational (pozitiv sau negativ) un numadr care poate fi
reprezentat cu ajutorul unui numar zecimal cu un numar infinit

de zecimale, care nu se succed periodic.

Exemple: 2=1,4142...; 3=1,73...; m =3,1415926...
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o Reguli de calcul cu radicali: produs, cat, scoaterea factorilor de sub radical, introducerea
factorilor sub radical Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Requli de calcul cu radicali

Radicalul unui produs

Radicalul unui produs de numere rationale pozitive este egal
cu produsul radicalilor numerelor rationale respective.

=\/]§|'\/]ﬂ,oricarearﬁa,beQ+

Radicalul catului

Radicalul catului a doud numere rationale pozitive este egal
cu catul radicalilor celor doud numere rationale.

vla/bl = V| / Vi, oricare arfia € Q. sib € Q.

Introducerea factorilor sub radical

In egalitatea avlh = vla2 - b, a,b > 0
spunem ca factorul a al produsului a\/]ﬂ a fost introdus sub radicalul .

Scoaterea factorilor de sub radical
in egalitatea =avib,ab=0

spunem ca factorul a2 a fost scos de sub radicalul .
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o Operatii cu numere irationale (adunarea, scaderea, inmultirea, impartirea numerelor
irationale care contin radicali de ordin 2) Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Operatii cu numere reale de forma ax/ﬂ

Adunarea radicalilor

Adunarea numerelor a\/@ Si b\/@, d>0

se face dup& regula: avid + bvid| = (a+b)vid|
Scaderea radicalilor

Scaderea numerelor a\/@ Si b\/@, d>0

se face dupa regula: avid - bvid| = (a-b)v/d|

~n

Inmultirea radicalilor
Inmultirea numerelor avjm), m > 0 sibvh] n > 0

se face dup3 regula: avim| - bvin|] = (a*b)vim * n.
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Impartirea_ radicalilor

impartirea numarului a m > 0, la numarul b\/ﬂ, n>0b=+0
se efectueazd dupé regula: avim| : bvjn] = (a:b)v|m:n|
sau a\/@/ b\/]ﬂ =a/b - .

Ridicarea la putere a radicalilor

A ridica la puterea n numérul real avjd, b > 0

inseamna a efectua produsul a n factori egali cu aw/@.
Deci: (avibly = (Vi) - @VED - . - (avlE) = avibr

o Radacina patrata a unui numar natural patrat perfect Prof Dr Bogdan C tin, Cepoi Delia

Ridacina pdatrati a patratuloi unui numdr natural

Diefinigie: Fie w EN, pitral perfect. Se numeste ridicina patratd a nemdralui v numédrol satural rocu
proprietates . — n.

Vo scrie & — i si vom citl .radical din « este egal e 07

Mumdrul satural i 2 man nuimeste s Gradicalul de ordin 2 al numdralal .

Operatia prin care unw pdirat pecfect x € 1 & se as0ociazd un mamde n € B oo proprietateax — o se
nurmeste aperatia de extragere 2 radacinii patrate sau operatia de extragere a radicalului.

Concluzie: sk
fLes 5 ¥ L3
yri=n=x=n".unden el 4 oK
Prin urmare. ¥'n? = n pentru orice i € 1. B =5 patrat perfect
Exemple: [[ -"""-_-"'ﬂz\
i. y‘ﬁ =5 E“ ,.#5
. f
= L =3 radacing potrata
3. vi= 0
4 Y17r=17 radacing patratd
5 W5°= (P =5 =12
f. 422020 —  [prOI0)2 _ pROTO
Au loc relatiile:
a) Yx- y= x =y, oricare ar fi .« v € N, plitrate perfecte,
e [ ) . : ,
b *% = |‘L' aricare ar .y £ 3 s oncare ar fL v € M®, patrate perfecte:
L. 1.‘ ¥
| = % f . 2 '-'-' WX [ | i
cl x-y=vx- yox yveN pltrate perfecte, respectiy | L= T AEN v El ¥, pitrate perfects.

b
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1. 1600 = 16 - 100 = 16 - 410D = 40

= ———
| 1Ml W 1h00 Rt

T4 s ] T
s,
I. x+y+# Jr+ ; pentru orice nmere rmionale pozitve.
. x—y¥F Vi — -:;; pentru orce numere ralionale pozitive, £ = v

Exercitii propuse:
1. Efectuati dupd model:

a W36 =v6l =6
Jﬁmmﬁ.
b WTE00 —NT6-100 - V42 - 107 — y/( 4- 10 407 - 40

¢ Radacina Patrata:

Fie "a" un numdr natural pétrat perfect. Numdarul natural "n" cu proprietatea: n2=a

se numeste raddacing patratd a numdrului "a" si se noteazd: = Va

a Exemple: ‘./2_5= =5
o \/ﬁ:\/ﬁ:lﬂ
: Vo=y0?=0

Observatie: Evident numai unul este numdar natural : Vn=n

EXEMPLU:

\/25-a4-b2=\/(E-a'-’--b}2=15-a2-b|=5-a?-|bl
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o Algoritmul de extragere a radacinii patrate a unui numar natural prin descompunerea
numerelor in produs de factori primi Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Exempilu: V 20164

Fopul | tpuper npmpisl fu mab rndiosl o grege de it [ ohoy g s gfemg el e

Panid 0l Courdm wn mumdn care inmsivd oo sl lnsse ol s suprings s 3
skl s p i sk
V201642
W R =
vae 01 l:-‘i-
Puiaad |1 Trma b wamii el b oo of nid yl il wrd e din iaesdsl 1

Ve

Pmmal 0y Ot wrmikinnres gropd de I oifve. Pasml V¢ B colsoram pe 1 ol 6 dublam. 2:1 =7

v2il'edly LIET
& 5 1 |
i 1 ol
pass ,. ! e
W el
I I S
vy & 8
I m vEOURNL
I |24 &= 86
10
G
=5
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PN va D1'6% 14

2'01°G4 14 Fa T |

Extragerea radacinilor din numere fractionale

Este timpul sa ne dam seama cum este extrasa radacina dintr-un numar
fractionar. Sa se scrie numarul radacinii fractionare ca p/q . Conform
proprietatii radacinii coeficientului, urmatoarea egalitate este adevarata.
Din aceasta egalitate rezulta regula radacinii fractiunii: Radacina
unei fractii este egala cu catul impartirii radacinii numaratorului la
radacina numitorului.

Sa ne uitam la un exemplu de extragere a unei radacini dintr-o fractie.

90


http://www.foxitsoftware.com/shopping

Exemplu.
Care este radacina patrata a fractiei comune 25/169.
Decizie.

Conform tabelului cu patrate, aflam ca radacina patrata a numaratorului
fractiei initiale este 5, iar radacina patrata a numitorului este 13. Apoi

25 a25 5

169 4169 13 . Aceasta completeaza extragerea radacinii dintr-o
fractie obisnuita 25/169.

Raspuns:

Radacina unei fractii zecimale sau a unui numar mixt este extrasa dupa
inlocuirea numerelor radacinii cu fractii obisnuite.

Exemplu.
Luati radacina cuba a zecimalei 474,552.
Decizie.

Sa reprezentam zecimala initiala ca o fractie comuna:
_\/474552 3474552
—- —
474,552=474552/1000 . Apoi 1000 V1000
sa extragem radacinile cubice care se afla la numaratorul si numitorul

fractiei rezultate. La fel de 474 552=222333131313=(2313)3
3474552 =3(78° =78 /1000 =3/10° =10
Si '

3/474,552

. Ramane

=78 3 si 1 000=10 3, atunci

31000 10

Ramane doar sa finalizati calculele
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Raspuns:

Extragerea radacinii unui numar negativ

Separat, merita sa ne gandim la extragerea radacinilor din numerele
negative. Cand studiem radacinile, am spus ca atunci cand exponentul
radacinii este un numar impar, atunci un numar negativ poate fi sub
semnul radacinii. Am dat astfel de notatii urmatorul sens: pentru un
numar negativ —a si un exponent impar al radacinii 2 n—1, avem

2n-1 — _Z-v:-\'.lfa

radacinilor impare din numerele negative: pentru a extrage

. Aceasta egalitate da regula pentru extragerea

radacina dintr-un numar negativ, trebuie sa extrageti radacina din
numarul pozitiv opus si sa puneti semnul minus in fata rezultatului.

Sa luam in considerare un exemplu de solutie.

Exemplu.

Gasiti valoarea radacina.

Decizie.

Sa transformam expresia originala astfel incat un numar pozitiv sa

. Acum inlocuim

-(3125
243 . Aplicam

regula extragerii radacinii dintr-o fractiune obisnuita:

apara sub semnul radacinii:

numarul mixt cu o fractie obisnuita:
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el
3125 4, 3125
oy 5{- ‘
243 243 Ramane de calculat radicinile in numar&torul Si
3125 _ Vs _ 5 _ 2

Y243 5 3 3

Iata un rezumat al solutiei:

Raspuns:

Gasirea valorii radacina pe biti

In cazul general, sub rédacind existd un numar care, folosind tehnicile
discutate mai sus, nu poate fi reprezentat ca puterea a n-a a vreunui
numar. Dar, in acelasi timp, este nevoie sa cunoastem valoarea unei
r&dacini date, cel putin pana la un anumit semn. In acest caz, pentru a
extrage radacina, puteti utiliza un algoritm care va permite sa obtineti
in mod constant un numar suficient de valori ale cifrelor numarului
dorit.

Primul pas al acestui algoritm este de a afla care este bitul cel mai
semnificativ al valorii radacina. Pentru a face acest lucru, numerele 0,
10, 100, ... sunt ridicate succesiv la puterea n pana cand se obtine un
numar care depaseste numarul radacinii. Apoi, numarul pe care |-am
ridicat la puterea Iui n in pasul anterior va indica ordinea superioara
corespunzatoare.
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De exemplu, luati in considerare acest pas al algoritmului atunci cand
extrageti radacina patrata a Iui cinci. Luam numerele 0, 10, 100, ... si le
patram pana obtinem un numar mai mare decat 5. Avem 0 2 =0<5,
10 2 =100>5, ceea ce inseamna ca cea mai semnificativa cifra va fi
cifra unitatilor. Valoarea acestui bit, precum si a celor mai mici, vor fi
gasite in urmatorii pasi ai algoritmului de extractie a radacinii.

Toti urmatorii pasi ai algoritmului vizeaza rafinarea succesiva a valorii
radacinii datorita faptului ca se gasesc valorile urmatoarelor cifre ale
valorii dorite a radacinii, incepand de la cea mai mare si trecand la cea
mai mica. . De exemplu, valoarea radacinii din primul pas este 2, in al
doilea - 2,2, in al treilea - 2,23 si asa mai departe 2,236067977 ... . Sa
descriem cum sunt gasite valorile bitilor.

Gasirea bitilor se realizeaza prin enumerarea valorilor lor posibile 0, 1,
2, ..., 9 .1In acest caz, puterile a n-a ale numerelor corespunzitoare
sunt calculate in paralel si sunt comparate cu numarul radacina. Daca la
un moment dat valoarea gradului depaseste numarul radical, atunci
valoarea cifrei corespunzatoare valorii anterioare este considerata gasita
si se face trecerea la pasul urmator al algoritmului de extractie a
radacinii, daca acest lucru nu se intdmpla, atunci valoarea acestei cifre
este 9 .

Sa explicam toate aceste puncte folosind acelasi exemplu de extragere
a radacinii patrate a Iui cinci.

Mai intdi, gasiti valoarea cifrei unitatilor. Vom itera peste valorile 0, 1,
2, ..., 9, calculand respectiv0 2,1 2, .., 9 2 pdna cand obtinem o
valoare mai mare decat radicalul 5 . Toate aceste calcule sunt
prezentate convenabil sub forma unui tabel:

Bo3mommHoe
IHIwSHUE 0 1 2 3
KODHA
370
IHIEHUE B 0 1 - 9
CTENE2HMK
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Deci valoarea cifrei unitatilor este 2 (deoarece 2 2<5,a 2 3 >5). Sa
trecem la g&sirea valorii locului zece. In acest caz, vom patrat numerele
2.0,2.1, 2.2, ..., 2.9, comparand valorile obtinute cu numarul radacina
5:

Bo3momHoe

IHE“EHUE 2,0 2,1 2,2 2,3
KODHA
370
IHIEHUE B 4 4,41 484 5,29

CTeneHu

Din 2.2 2<5,a 2,3 2 >5, atunci valoarea locului al zecelea este 2 .
Puteti trece |la gasirea valorii locului sutimilor:

Bozmomnoe
IHFwEHUE 2,20 2,21 2,22 2,23 2,24
KOPHA
7o
IHZ“SHUE B 4,84 48841 48294 49729 5,0176
CTENEHMK

Deci urmatoarea valoare a radacinii lui cinci este gasita, este egala cu
2,23. Si astfel puteti continua sa gasiti valori in continuare: 2,236,
2,2360, 2,23606, 2,236067, ....

Pentru a consolida materialul, vom analiza extragerea radacinii cu o
precizie de sutimi folosind algoritmul considerat.

In primul rand, definim cifra senior. Pentru a face acest lucru, cubdm
numerele 0, 10, 100 etc. pana cand obtinem un numar mai mare de
2.151,186 . Avem 0 3 =0<2 151,186, 10 3 =1 000<2151,186, 100 3
=1 000 000>2 151.186 , deci cea mai semnificativa cifra este cifra
zecilor.

Sa-i definim valoarea.

Bo3mommHoe

IHI“EHUE 0 10 20
KOPHA
7o
IHI“EHUE B 0 1000 8 000

CTENeHU
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Din 10 3<2 151,186 , a 20 3 >2.151,186 , atunci valoarea cifrei zecilor
este 1 . Sa trecem la unitati.

Bo3momHos
IHI“EHUE 10 11 12 13
KODHA
3o
IHIEHME B 1000
CTEN2HK

[
w
w
'y
(=Y
=4
~n
w0
~
(=
L]
=4

Astfel, valoarea locului celor este 2 . Sa trecem la zece.

BozmomnHoe
IHI“EHUE 12,0 12,1 12,2 12,
KOPHA
7o
IHZEHUE B 1728 1771,561 | 1815,848 | 1860,867 | 1906,624
CTENEHMW

12,4

w

BoamommHoe
IHE“EHUE 12,5 12,6 12,7 12,8 12,9
KOPHA
370
3HaseHue B | 1953,125 | 2000,376 | 2048,383 | 2097,152 | 2146,689
CTENEHM

Deoarece chiar si 12,9 3 este mai mic decat numarul radical 2 151,186,
valoarea locului al zecelea este 9 . Ramane de efectuat ultimul pas al
algoritmului, ne va oferi valoarea radacinii cu precizia necesara.

Bo3momHos
IHI“EHUE 12,90 12,91
KODHA
3o
IHIEHME B 2146,689 2151,685171
CTEN2HM

In aceastd etap3, valoarea radacinii este gasitd pand la sutimi:

J;f2151,186 ~ 12,90

In incheierea acestui articol, as dori s& spun ci existd multe alte
modalitati de a extrage radacini. Dar pentru majoritatea sarcinilor, cele
pe care le-am studiat mai sus sunt suficiente.
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Formule de radacina, proprietatile radacinilor patrate.

Formule radacina, proprietati radacina si reguli pentru actiunile
cu radacini- in esenta este acelasi lucru. Exista surprinzator de putine
formule pentru radacini patrate. Ceea ce, desigur, multumeste! Mai
degraba, puteti scrie o multime de tot felul de formule, dar doar trei
sunt suficiente pentru o munca practica si sigura cu radacini. Orice
altceva decurge din acesti trei. Desi multi se ratacesc in cele trei
formule ale radacinilor, da...

Sa incepem cu cel mai simplu. Iat-o:

Cum sa gasesti radacina unui numar - 1 cale

e Una dintre metode este factorizarea numarului care se afla sub
radacina. Aceste componente, ca rezultat al inmultirii, formeaza o
valoare radacina. Precizia rezultatului obtinut depinde de numarul de
sub radacina.

o De exemplu, daca luati numarul 1.600 si incepeti sa-| factorizati,
atunci rationamentul va fi construit dupa cum urmeaza: acest numar
este un multiplu al 100, ceea ce inseamna ca poate fi impartit la 25;
deoarece este extrasa radacina numarului 25, numarul este patrat si
potrivit pentru calcule ulterioare; la impartire, obtinem un alt numar -
64. Acest numar este si el patrat, deci se extrage bine radacina;
dupa aceste calcule, sub radacina, puteti scrie numarul 1600 ca
produs de 25 si 64.

e Una dintre regulile pentru extragerea unei radacini spune ca radacina
produsului de factori este egala cu numarul care rezulta din
inmultirea radacinilor fiecarui factor. Aceasta inseamna cé: V(25%64)
= /25 * V/64. Dacd extragem radacinile din 25 si 64, obtinem
urmatoarea expresie: 5 * 8 = 40. Adica radacina patrata a numarului
1600 este 40.
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o Dar se intampla ca numarul de sub radacina sa nu se descompuna in
doi factori, din care se extrage intreaga radacina. De obicei, acest
lucru se poate face doar pentru unul dintre multiplicatori. Prin
urmare, cel mai adesea este imposibil sa gasiti un raspuns absolut
exact intr-o astfel de ecuatie.

e 1In acest caz, poate fi calculata doar o valoare aproximativa. Prin
urmare, trebuie sa luati radacina factorului, care este un numar
patrat. Aceasta valoare este apoi Inmultita cu radacina celui de-al
doilea numar, care nu este termenul patrat al ecuatiei.

e Asa arata, de exemplu, numarul 320. Acesta poate fi descompus in
64 si 5. Puteti extrage intreaga radacina din 64, dar nu din 5. Prin
urmare, expresia va arata astfel: V320 = V(64*5) = V64*V5 = 8V5.

o Daca este necesar, puteti gasi o valoare aproximativa a acestui
rezultat prin calcul
V5 = 2,236, prin urmare, V320 = 8 * 2,236 = 17,88 = 18.

o De asemenea, numarul de sub radacina poate fi descompus in mai
multi factori primi, iar aceiasi pot fi scosi de sub el. Exemplu: V75 =
V(5*5*3) = 5V3 = 8,66 = 9.

Cum sa gasesti radacina unui numar - 2 moduri

« O altd modalitate este de a impérti intr-o coloana. Impértirea este
similara, dar trebuie sa cauti doar numere patrate, din care apoi
extragi radacina.

o In acest caz, scriem numarul patrat deasupra si il scadem in partea
stanga, iar radacina extrasa in partea de jos.

e Acum a doua valoare trebuie dublata si scrisa din dreapta jos sub
forma: numar_x_=. Golurile trebuie completate cu un numar care va
fi mai mic sau egal cu valoarea necesara din stanga - la fel ca in
diviziunea normala.

o Daca este necesar, acest rezultat este din nou scazut din stanga.
Astfel de calcule continua pana cand se ajunge la rezultat. Pot fi
adaugate zerouri pdna cand obtineti numarul dorit de zecimale.
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La prima vedere, poate parea ca procedura de factorizare a radacinii
patrate in factori este complex3d si inexpugnabild. Dar nu este. in acest
articol, va vom arata cum sa abordati radacina patrata si factorii si cum
sa extindeti usor si simplu radacina patrata folosind doua metode
dovedite.

Factorizarea radacinii
Pentru inceput, definim scopul procedurii de factorizare a radacinii

patrate in factori. Tinta- simplificati radacina patrata si scrieti-o intr-o
forma convenabila pentru calcule.

Definitia 1
Descompunerea unei radacini patrate in factori - gasirea a doua sau mai
multe numere care, inmultite intre ele, vor da un numar egal cu cel

initial. De exemplu: 4x4 = 16.

Daca puteti gasi factorii, puteti simplifica sau elimina cu usurinta
expresia radacinii patrate:

Exemplul 1

Impértiti numarul rédécinii la 2 daci este par.

Numarul radacina ar trebui sa fie intotdeauna impartit la numere prime,
deoarece orice valoare a unui numar prim poate fi factorizata in factori
primi. Daca aveti un numar impar, atunci incercati sa-| impartiti la 3. Nu

este divizibil cu 3? Impartiti in continuare la 5, 7, 9 etc.

Scrieti expresia ca radacina a produsului a doua numere.
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De exemplu, puteti simplifica 98 in acest fel: = 98 - 2 = 49 . De aici
rezulta ca 2 x 49 = 98, deci putem rescrie problema astfel: 98 = (2 x
49) .

Continuati sa extindeti numerele pana cand produsul a doua numere
identice si a altor numere ramane sub radacina.

Sa luam exemplul nostru (2 x 49):

Deoarece 2 este deja simplificat maxim, trebuie sa simplificam 49 .
Cautam un numar prim cu care 49 poate fi impartit. Evident, nici 3, nici
5 nu se potrivesc. Au mai ramas 7: 49 -+ 7 =7 ,deci 7 x 7 = 49,
Scriem exemplul sub urmatoarea forma: (2 x 49) = (2 x 7 x 7).

Simplificati expresia radacinii patrate.

Intrucat intre paranteze avem produsul Iui 2 si doud numere identice
(7), atunci putem scoate numarul 7 din semnul radacinii.

Exemplul 2

2x7x7)=2)x(7x7)=2)x7=7(2).

In momentul in care existd doud numere identice sub rad&cing, opriti
factorizarea numerelor. Desigur, daca ati folosit la maximum toate
posibilitatile.

Amintiti-va: exista radacini care pot fi simplificate de multe ori.

In acest caz, se inmultesc numerele pe care le scoatem de sub rad&cing
si numerele care stau in fata acesteia.
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Exemplul 3

180 = (2 x 90) 180 = (2 x 2 x 45) 180 = 2 45

dar 45 poate fi factorizat si radacina simplificata inca o data.

180 =2(3x15)180=2(3x3x5)180=2x35180=65

Cand este imposibil sa obtineti doua numere identice sub semnul
radacinii, aceasta inseamna ca o astfel de radacina nu poate fi
simplificata.

Daca, dupa descompunerea expresiei radacinii intr-un produs de
numere prime, nu ati reusit sa obtineti doua numere identice, atunci o
astfel de radacina nu poate fi simplificata.

Exemplul 4

70 = 35 x 2, deci 70 = (35 x 2)

35=7x5deci (35x2)=(7x5x2)

Dupa cum puteti vedea, toti cei trei factori sunt numere prime care nu
pot fi factorizate. Nu exista numere identice printre ele, asa ca nu este

posibil sa scoateti un numar intreg de sub radacina. Simplifica 70 este
interzis.

patrat plin

Memoreaza cateva patrate de numere prime.

Patratul unui numar se obtine prin inmultirea lui cu el insusi, adica. la
patrare. Daca memorati o duzina de patrate de numere prime, atunci
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acest lucru va va simplifica foarte mult viata in continuarea simplificarii
radacinilor.

Exemplul 5

12=122=432=942=1652=2562=3672=4982 =64
92=81102 =100

Daca exista un patrat plin sub semnul radacinii patrate, atunci merita sa
eliminati semnul radacinii si sa scrieti radacina patrata a acestui patrat
complet.

Complicat? Nu:

Exemplul 6

1=14=29=316=425=536=649=764=881=9100-=
10

Incercati s descompuneti numérul de sub semnul ridécinii in
produsul unui patrat complet si al unui alt numar.

Daca vedeti ca expresia radacinii este descompusa in produsul unui
patrat complet si al oricarui numar, atunci amintindu-va cateva
exemple, veti economisi in mod semnificativ timp si nervi:

Exemplul 7

50 = (25 x 2) = 5 2 . Daca numarul radacina se termina cu 25, 50 sau
75, il puteti factor intotdeauna in produsul lui 25 si alt numar.
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1700 \u003d (100 x 17) \u003d 10 17. Daca numarul radacina se
termina cu 00, il puteti descompune oricand in produsul dintre 100 si un
numar.

72 = (9 x 8) = 3 8. Daca suma cifrelor unui numar radacina este 9, o
puteti descompune oricand in produsul lui 9 si un numar.

Incercati s& descompuneti numarul rédacinii in produsul mai multor
patrate intregi: scoateti-le de sub semnul radacinii si inmultiti.

Exemplul 8
72=(9%x8)72=(9%x4%x2)72=9%x4%x272=3%x2%x272=62

Daca observati o greseala in text, va rugam sa o evidentiati si sa
apasati Ctrl+Enter

Scopul simplificarii radacinii patrate este de a o rescrie intr-o forma mai
usor de utilizat in calcule. Factorizarea unui numar inseamna gasirea a
doua sau mai multe numere care, atunci cand sunt inmultite, vor da
numarul initial, de exemplu, 3 x 3 = 9. Gasind factorii, puteti simplifica
radacina patratd sau puteti scdpa de ea cu totul. De exemplu, V9 =
V(3x3) = 3.

Daca numarul radacinii este par, impartiti-l la 2. Daca numarul
radacina este impar, incercati sa-| impartiti la 3 (daca numarul nu este
divizibil cu 3, impartiti-l la 5, 7 si asa mai departe prin lista de numere
prime). Impartiti numarul radical exclusiv la numere prime, deoarece
orice numar poate fi descompus in factori primi. De exemplu, nu trebuie
sa impartiti numarul radacinii la 4, deoarece 4 este divizibil cu 2 si ati
impartit deja numarul radacinii la 2.
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Rescrieti problema ca radacina a produsului a doua numere. De

exemplu, s simplificdm vV98: 98 + 2 = 49, deci 98 = 2 x 49. Rescrieti
problema dupd cum urmeazd: V98 = V(2 x 49).

e Continuati s extindeti numerele pana cand produsul dintre doud numere identice si alte

numere raimane sub radacina. Acest lucru are sens cand te gandesti la semnificatia rddacinii

patrate: V(2 x 2) este egal cu un numir care, inmultit cu el insusi, este 2 x 2. Evident, acest

numir este 2! Repetati pasii de mai sus pentru exemplul nostru: V(2 x 49).

2 este deja simplificat pe cat posibil, deoarece este un numar prim (vezi lista
numerelor prime de mai sus). Deci factorizeaza numarul 49.

49 nu e divizibil cu 2, 3, 5. Deci, treceti la urmatorul numar prim, 7.
49+7=7,deci49=7x7.

Rescrieti problema astfel: V(2 x 49) =v(2x 7 x 7).

o Simplificati radicina patrati. Deoarece radicina este produsul dintre 2 si doud numere

identice (7), puteti scoate un astfel de numir din semnul radicinii. In exemplul nostru: V(2

x7x7)=YNQWN(T x7) =Q2) x 7="T(Q).

Odata ce aveti doua numere identice sub radacina, puteti opri factorizarea numerelor
(dacd acestea pot fi inca factorizate). De exemplu, V(16) = V(4 x 4) = 4. Daca continuati
sa factorizati numerele, veti obtine acelasi raspuns, dar veti face mai multe calcule:

V(16) = V(4 x4)=V(2)x2x2x2) =V(2x 2) V(2 x 2) =2 x 2 = 4.

¢ Unele radacini pot fi simplificate de multe ori.In acest caz, se inmultesc numerele

scoase de sub semnul radacinii si numerele din fata radacinii. De exemplu:

V180 = V(2 x 90)

V180 =V(2 x 2 x 45)

V180 = 2v45, dar 45 poate fi factorizat si rddacina simplificata din nou.
v180 = 2v(3 x 15)

V180 =2v(3 x 3x 5)

V180 = (2)(3V5)

V180 = 6V5
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\ D

e Daca nu puteti obtine douid numere identice sub semnul radicinii, atunci o astfel de
ridicind nu poate fi simplificati. Daca ati descompus expresia radécinii intr-un produs
de factori primi, iar printre acestia nu existd doud numere identice, atunci o astfel de

radacina nu poate fi simplificatd. De exemplu, si incercim si simplificam V70:

e 70=35x2deciv70=V(35x2)

e 35=7x5deciv(35x2)=V(7x5x2)

e Toti cei trei factori sunt primi, deci nu mai pot fi factorizati. Toti cei trei factori sunt
diferiti, asa ca nu veti putea obtine un numar intreg din semnul radacina. Prin urmare,

V70 nu poate fi simplificat.

Radacina patrata (radicalul)

Prin radacina patrata x=+a, din numarul nenegativ a intelegem numarul
nenegativ x, care inmultit cu el insusi da o valoare egala cu a.

x:\/2:>a:x2

Proprietati

1. NJa-b=+a-b,a>0,b>0;
2. \/Ezﬁ,a>0,b>0.
b b

Multimea numerelor reale
Definitie
Numim numir irational (pozitiv sau negativ) un numar care poate fi reprezentat cu

ajutorul unei fractii zecimale neperiodice, cu partea zecimala formata din numere care nu

se repetd periodic.

Exemplu : \/E, \/7, 1—\/5

Multimea tuturor numerelor irationale se noteaza prin I. Reunind multimea Q a
numerelor rationale cu multimea I a numerelor irationale, obtinem o noua multime care o
notam prin R si o numim multimea numerelor reale. Elementele acestei multimi se numesc
numere reale.

Intre multimile N, Z, Q, R exista relatia de incluziune:

NcZcQcR
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Adunarea si inmultirea numerelor reale.

o Pk BN

Proprietati
Fie x, y doua numere reale.

Adunarea este asociativa si comutativa.

Exista numarul real 0 (zero) astfel incat x+0=x, pentru orice x € R
Pentru orice x € R exista numarul —x € R astfel incat x+(-x)=0.
fnmul;firea este asociativa si comutativa.

Exista numarul real 1 (1#0) astfel incat x-1=x pentru orice x e R.

1 .
Pentru orice x € R, x#0 exista numarul x' € R (notat si—) astfel incat x-x ' =0
X

Inmultirea este distributiva in raport cu adunarea, adica x(y+z)=xy+xz, pentru orice
x,y,ze R.

Modulul unui numar real

Modulul numarului real x il notam cu |x| si il definim astfel :

| | x,daca x>0
x| = )
—x,daca x <0

Deducem din aceasta definitie ca avem doua cazuri :

- daca x este un numar real pozitiv sau nul (egal cu 0), atunci el coincide cu
modulul sau: |x| =x.Ex: |5| =5;

- daca x este un numar real negativ, atunci |x| = —x.Cum x este negativ, inseamna
ca |x| = —x este un numar pozitiv, mai exact, in acest caz, modulul coincide cu
numarul considerat fara semnul “-”. Ex. |— 3| =3.

Daca in loc de x avem o expresie £ (x), atunci modulul sau va fi:

-t

Cand scriem modulul unei expresii sau al unui numar real sub formele de mai sus,

spunem ca explicitam modulul.

Exemplu.

Sa se expliciteze expresia |— X+ 3| .

Solutie

Avem de a face cu modulul unei expresii. Vom scrie, folosind definitia de mai sus :
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| +3| —x+3,daca—x+3=>0
—x = .
—(=x+3),daca—x+3<0

Facand calculele, rezulta :

| +3| —x+3,dacax<3
—X —
x—3,daca x >3

Modulul unui nuar real sau al unei expresii reale poate aparea atat in cadrul unei
ecuatii cat si in cadrul unei inecuatii. In acest caz, pentru rezolvare, se expliciteaza mai intai
modulul expresiei care apare si apoi se iau, pe rand, toate cazurile care apar. De exemplu,
in cazul expresiei de mai sus, am avea doua cazuri : cazul cand x <3 si cazul cand x> 3.
In fiecare caz, expresia modulului va fi alta, si se vor obtine diferite solutii. Solutia finala va
fi data de reuniunea solutiilor din cele doua (sau mai multe) cazuri (nu de intersectia lor, ca
la sistemele de inecuatii !!)

Exemplu

Sa se rezolve ecuatia : |— X+ 3| =4,

Solutie

Pentru a putea rezolva aceasta ecuatie, este nevoie, mai intai, sa se expliciteze
modulul.

In exemplul anterior am explicitat modulul care apare, obtinand:

| +3| —x+3,dacax<3
—X —
x—3,daca x >3

Vom avea, deci, doua cazuri:

- cazull: daca x<3
- cazulll:daca x>3.
Vom lua fiecare caz pe rand.

Cazul I.

Daca x <3, din explicitarea de mai sus, rezulta ca |— X+ 3| =—x+3. Inseamna ca,

in ecuatia data, in loc de modul vom scrie expresia obtinuta. Ecuatia va deveni :
-x+3=4

Rezulta de aici solutia x = —1. Mai trebuie insa sa ne asiguram ca solutia obtinuta
de noi face parte din intervalul pe care lucram, anume x <3.Cum x =—1<3, inseamna ca
solutia din primul caz este, intr-adevar, x=—1.

107


http://www.foxitsoftware.com/shopping

Observatie.

Daca, de exemplu, am fi obtinut solutia x =35, aceasta nu ar fi fost o solutie reala,
deoarece 5 nu face parte din intervalul cazului I, interval care ne spune ca x <3. In acest

caz am fi spus ca nu avem solutie in cazul I.

Cazul 11.

Daca x>3, avem |—x+3| = x—3. Ecuatia va deveni, in acest caz: x—3=4, cu

solutia x =7, care “convine”, deoarece se incadreaaz in intervalul pe care lucram: x =7 >3

Solutia finala a ecuatiei va fi data de reuniunea solutiilor gasite in fiecare caz, deci

vom avea X € {—1,7}.
Exemplu

Sa se rezolve ecuatia: |x + 1| + |x — 3| =4,

Solutie

Observam ca in acest caz avem doua module. Va trebui sa le explicitam pe fiecare
dintre ele, apoi vom vedea ce cazuri distincte vor fi de rezolvat.

Vom incepe cu primul modul :

| +1| x+1l,dacax+1=0
x+1= ,
—(x+1),dacax+1<0

adica

x+1,daca x > —1
h+”z{

—x—1daca x <—1

Cel de-al doilea modul va fi :

| 3| x—=3,dacax—-32>0
x—=23 =
—(x—3),dacax—-3<0

adica

| 3| x—3,daca x>3
X — =
—x+3),daca x<3

In cazul cand sunt mai multe module, pentru a putea vedea mai simplu care sunt
toate cazurile care rezulta, este usor sa facem un tabel de forma urmatoare :
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X
|x+1|

=3

Pe prima linie a tabelului, care corespunde lui x, vom trece cea mai mica valoare
posibila a lui x, cea mai mare, precum si toate valorile obtinute la explicitare pentru x, in
ordinea lor (cea mai mica la stanga, cea mai mare la dreapta). In cazul nostru, cea mai mica
valoare posibila a lui x este — o0, cea mai mare este o, iar valorile gasite la explicitare sunt :
-1 (valoare obtinuta la primul modul) si 3 (valoare obtinuta la al doilea modul).

Tabelul va arata astfel :

X — -1 3 o)
|x+1|

x-3

. x+1l,daca x> -1
, avem doua expresii : |x + 1| = .In valoarea x =—1

Pentru |x+1
—x—1,daca x < —1

, modulul este 0. Vom trece in tabel, pe linia lui |x +1, in dreptul lui -1, valoarea 0. Daca
x <—1, adica daca x € (— oo,—l)atunci avem |x + 1| =—x—1. Vom trece aceasta expresie in
bucata din tabel dintre —o¢ si -1. Daca x > —1, adica daca x € [— 1,00), avem |x + 1| =x+1

si vom trece aceasta expresie in tabel.

Vom avea :
X — -1 3 o0
|x+1| |x+l|=—x—l 0 |x+1|=x+l
e 3]

Observam ca, in momentul in care am completat in tabel linia corespunzatoare lui

|x +1/, nu ne-a interesat valoarea 3, deoarece aceasta nu are nici o importanta pentru |x + 1|

. Eava conta pentru |x — 3|, reprezentand valoarea in care acest al doilea modul se anuleaza.

Vom proceda ca mai inainet si pentru |x —3|, iar tabelul va arata in final astfel :

X — -1 3 o0

|x+1| |x+1|:—x—1 0 |x+l|:x+1
|x—3| |x—3|:—x+3 0 |x—3|:x—3

Acum, dupa ce tabelul a fost completat, vom putea vedea care sunt cazurile penrtu

ecuatia considerata.
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Se vad astfel urmatoarele cazuri :

- daca x<-1, avem |x+1|=—x—l si |x—3|=—x+3;

- daca x€[-1,3),avem |x+1]=x+1 si [x =3 =—x+3;

- daca x23,avem|x+l|=x+l si |x—3|=x—3.

In acest moment in care am identificat trei cazuri, putem sa le luam pe rand si sa

rezolvam ecuatia considerata pentru fiecare varianta.

Cazul I.

Daca x<-1, avem |x+1|:—x—1 si |x—3|:—x+3. Ecuatia |x+1|+|x—3|:4 va
deveni: —x—1+(—x+3)=4,adica —2x+2 =4, deci x =—1. Dar suntem in cazul x <—1

(x strict mai mic decat -1), deci solutia obtinuta x = —1 nu se incadreaza. Rezulta canu avem
nici o solutie in acest caz.

Cazul 11.

Daca x € [—1,3), avem |x+1| =x+1 si |x—3| = —x+ 3. Ecuatia |x+1|+|x—3| =4 va
deveni: x+ 1+ (-x+3) =4, de unde obtinem identitatea 4 = 4. In acest caz, oricare ar fi
numarul real x din intervalul pe care lucram, adica oricare ar fi x € [— 1,3), relatia este

indeplinita. Rezulta de aici solutia x € [— 1,3).
Cazul III.

Daca x=>3, avem |x+1|:x+1 si |x—3|:x—3. |x+1|+|x—3|:4 va deveni :

x+1+x—-3=4, adica 2x=6 deci x=3. Aceasta solutic se regaseste in intervalul
considerat in acest caz, x > 3, deci este o solutie pentru ecuatia data.

Solutia ecuatiei considerate va fi reuniunea solutiilor gasite in cele trei cazuri, adica

xe [—1,3)u {3}, deci x € [1,3].
Observatii.

1. Tabelul pe care l-am folosit in acest exemplu se completeaza dintr-o data, nu este
nevoie sa se deseneze de fiecare data cand completam o linie. Am procedat astfel la
acest exemplu pentru a putea explica mai simplu care sunt pasii ce trebuie facuti.

2. Tabelul poate fi folosit si in cazul in care exista in ecuatie mai multe module (3, 4, 5,
...), adaugand pentru fiecare modul cate o linie in tabel.
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3. Ecuatii, inecutii si sisteme de ecuatii

o Ecuatii de gradul | cu coeficienti in Z; probleme care se rezolva folosind ecuatii de acest tip
o Inecuatii de gradul I, cu coeficienti numere intregi

o Sisteme de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute, cu coeficienti numere intregi (metoda
substitutiei, metoda reducerii); probleme care se rezolva cu ajutorul sistemelor de doua ecuatii

cu doua necunoscute Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia
ECUATII SI INECUATII DE GRADUL I, SISTEME DE ECUATII SI
INECUATII DE GRADULI

Ecuatii si inecuatii

O expresie de forma E(x, y,...) =0 se numeste ecuatie cu necunoscutele x, y, ... In

cazul in care expresia contine o singura necunoscuta, atunci ecuatia va fi de forma:

E(x)zO.

Numim solutie sau radacina a ecuatiei £ (x) = 0 o valoare 4, daca inlocuind in locul

necunoscutei x din ecuatia considerata, vom obtine o identitate (o0 propozitie adevarata,
0=0).

In continuare ne vom ocupa numai de ecuatii cu coeficienti reali.
In functie de forma expresiei £ (x), ecuatia poate fi de gradul I, de gradul I, etc.

O ecuatie de gradul I cu coeficienti reali are forma generala :

ax+b=0,unde a#0, a,be R

Pentru a rezolva o astfel de ecuatie se procedeaza in felul urmator :

- sescade in ambii termeni valoareab: ax+b—b=—b
- rezulta astfel : ax=—b
- cum a # 0, putem imparti ambii termeni la numarulreal a: ax:a = —b:a

- rezulta: x=-b:a, adica x = ——
a

. . .. b
Putem concluziona ca solutia ecuatiei ax+b=0,unde a #0, a,b € R este x = ——

In unele cazuri, coeficientii # si b, sau unul dintre ei, nu au valori exacte, cunoscute,

ci parametri reali care pot lua orice valori din multimea numerelor reale.

Cum din definitia ecuatiei se observa ca trebuie sa avem a # 0, rezulta ca, in cazul
unei ecuatii cu parametru, va fi nevoie sa punem o conditie : coeficientul lui x sa fie diferit
de 0. In urma acestei conditii, vor rezulta diferite cazuri pentru ecuatia noastra, cazuri pe
care trebuie sa le analizam unul cate unul. Este vorba despre ceea ce numim discutie.
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Exemplu :
Sa se rezolve ecuatia (m - l)x +3 =0, unde m este un parametru real.

Solutie

Inainte de a trece la rezolvarea propriu-zisa a ecuatiei si determinarea solutiei
acesteia, trebuie sa punem conditia m—1# 0, adica m # 1. Deci, pentru ca ecuatia sa fie de
gradul I, este nevoie ca m # 1. Dar m este un parametru real, si poate lua orice valoare reala,
adicasi m =1. Vatrebui sa vedem astfel ce se intampla cu ecuatia si cu solutiile ei in ambele
situatii: m =1 si m=1.

Cazul 1. Daca m =1, ecuatia devine 0-x+3 =0, care nu este adevarata pentru nici
o valoare x reala. Spunem ca in cazul m =1, ecuatia nu are solutie.

Cazul 2. Daca m # 1, ecuatia este o ecuatie de gradul I pe care o rezolvam ca in cazul
general prezentat mai sus :
Din (m—1)x+3 =0 rezulta (m—1)x ==3.Cum m # 1, insecamna ca m—1% 0, deci
3

putem imparti si in stanga si in dreapta prin m—1. Obtinem x = E—
m —

Sisteme de ecuatii

Un sistem de ecuatii este format din mai multe ecuatii care admit aceeasi solutie.
Ecuatiile sistemului pot avea un numar oarecare de necunoscute si pot avea diferite forme.

Ne intereseaza numai sistemele de ecuatii de gradul I, adica acele sisteme in ale
caror ecuatii toate necunoscutele apar la puterea I.

Pentru a rezolva astfel de sisteme (numite si liniare) putem folosi metoda reducerii
sau metoda substitutiei. Vom prezenta aceste metode in exemplele care urmeaza.

Exemplu.
Sa se rezolve sistemul :
2x+y=4
3x—y=1
Solutie
Metoda reducerii

Aceasta metoda consta in reducerea sistemului de ecuatii la o ecuatie cu o singura
necunoscuta. Dupa rezolvarea acesteia, se inlocuieste valoarea obtinuta intr-una din
ecuatiile sistemului si se obtine astfel si a doua necunoscuta.
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Pentru a reduce sistemul, se pot folosi urmatoarele operatii : adunarea (scaderea)
ecuatiilor, inmultirea unei ecuatii cu un numar real diferit de 0 si adunarea ei la alta ecuatie
(eventual inmultita si ea cu un numar real diferit de 0).

In cazul sistemului de mai sus, observam ca daca adunam cele doua ecuatii,
necunoscuta y se va reduce, obtinand astfel o ecuatie de gradul I in x :

5x=5
de unde rezulta x =1.

Cum stim valoarea lui x, putem sa inlcouim intr-una din ecuatii aceasta valoare si il

vom afla si pe y. Sa inlocuim in prima ecuatia.

Avem 2x+ y=4.Dar x =1, deci ecuatia devine 2-1+ y =4, de unde obtinem

y=2.
Solutia sistemuluivafi: x =1, y =2.
Metoda substitutiei

Aceasta metoda consta in determinarea unei necunoscute in functie de cealalta din
una din cele doua ecuatii si inlocuirea ei in cealalta ecuatie.

In cazul sistemului de mai sus, din prima ecuatie il scoatem pe y: y =4 —2x siil
inlocuim in cea de-a doua relatie : 3x — y =1, obtinand : 3x— (4 —2x) = 1. Facem calculele

in aceasta ecuatie si obtinem x =1.Cum y =4-2x, rezulta y = 2.
Solutia sistemuluivafi: x =1, y =2.

Inecuatii

Ne vor interesa numai inecuatiile de gradul I. Acestea au una din urmatoarele forme
generale :

ax+b>0,sau ax+b>0,sau ax+b<0 sau ax+b <0, unde a si b sunt coeficienti reali,
az#0.

Pentru a rezolva o inecuatie de gradul I se procedeaza asemanator cu ecuatia de
gradul I, numai ca de aceasta data solutia nu este unica, ci ea va fi un interval din multimea

numerelor reale.
Observatie

Daca se inmultesc ambii termeni ai unei inecuatii cu un numar, trebuie sa se aiba in
vedere semnul numarului cu care se inmulteste precum si semnul inecuatiei. Daca numarul

este pozitiv, nu se modifica semnul inecuatiei, daca insa acesta este negativ, se va schimba
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si semnul inecuatiei (daca inmultim ecuatia 2x—1>0 cu numarul 2, ea va deveni
4x —2 >0 ; daca o inmultim cu -2, se va modifica si semnul inecuatiei: 4x—2<0.

Exemplu
Sa se rezolve inecuatia —2x+4>0.
Solutie

Scadem 4 din ambii termeni si rezulta —2x > —4. Vom inmulti inecuatia cu -1, care,
fiind un numar negativ, va duce la schimbarea semnului inecuatiei : 2x < 4. Obtinem, prin
impartirea inecuatie la 2 (numar pozitiv, de data aceasta), solutia x < 2.

Sisteme de inecuatii

Sistemele de inecuatii sunt alcatuite din mai multe inecuatii, care admit aceleasi
solutii. Pentru rezolvarea acestora, se rezolva fiecare dintre inecuatii si se intersecteaza

ulterior solutiile obtinute.
Exemplu

—-2x+4>0
3x=1>2

Sa se rezolve sistemul :

Solutie

Prima inecuatie a sistemului am rezlvat-o mai sus, obtinand solutia x < 2. Trebuie
sa rezolvam acum si a doua inecuaie : 3x—1> 2. Adunam in ambii membri 1, si rezulta :
3x > 3. Impartind prin 3, obtinem solutia celei de-a doua inecuatii, anume : x >1. Cum
solutia sistemului trebuie sa indeplineasca ambele conditii, adica sa fie solutie si a primei
inecuatii si a celei de-a doua, rezulta ca trebuie sa intersectam cele doua intervale de solutii,
adica trebuie sa gasim elementele care verifica atat solutia primei inecuatii, x <2, cat si a
celei de-a doua: x >1. Obtinem solutia sistemului: 1<x <2 sau, scriind sub forma de
interval : x € (1,2).

4. Elemente de organizare a datelor
o Reprezentarea si interpretarea unor dependente functionale prin tabele, diagrame si grafice

Probleme de organizare a datelor - clasa a V-a

1) Diagrama de mai jos arata numarul de camere ale unui hotel.

=
Camere cul paturi

0 5 10 15 20 25 30
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a) Completati tabelul urmator cu datele din diagrama.

Felul camerei cu un pat cu 2 paturi

cu 3 paturi

cu 4 paturi

Numar de camere

b) Cate camere are acest hotel?

c) Cate locuri de cazare are acest hotel? (un pat = un loc)

2) in diagrama urmatoare sunt redate temperaturile mésurate pe parcursul unei saptamani.

Tetmperatura 1a®

aerulul tn °C

122

10

80

60

Ao

o0 l
DD

a) Completati tabelul urmator cu datele din diagrama.

I

:::"-—

Ziua Luni Marti Miercuri Joi

Vineri

Duminica

Temperatura
aerului

b) Calculati temperatura medie a saptamanii.

3) intabelulde mai jos sunt reprezentate rezultatele obtinute de toti elevii unei clase la teza din

semestrul | la matematica.

Nota 4 5 6 7

Numar de elevi 1 4 5 6

a) Calculati numarul de elevi ai acestei clase.

b) Calculati numarul de elevi care au obtinut note de 8, 9 sau 10.

c) Folositi datele din tabel si alcatuiti diagrama (cu bare verticale) corespunzatoare.
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MNumir de elevi

A

\5

L S T VS R L N, B = S T |

» Dota

4) Diagrama circulara de mai jos arata componenta unei biblioteci. Stim cd numarul culegerilor

de probleme este 40.

Cirti de caldtorii —» Dictionare
Albume de artd +—— Culegert de probleme

a) Completati tabelul urmator.

Felul cartii Culegeri de probleme Dictionare Albume de arti

Cirti de cilatorii

Nr. de carti

b) Aflati numarul total de carti din biblioteca.

c) Folositi datele din tabel si alcatuiti o diagrama cu bare orizontale.

&
Ciarti de cialitorii =
Albume de arta [
Dictionare —
Culegeri de prohleme [
0 10 20 o 40 30 &0 TEI:
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Probleme de organizare a datelor - clasa a Vl-a

1) Graficul unui sondaj de opinie apare pe calculator ca in diagrama urmatoare.

>

| MNumir de persoane
0 300 aln 200 1200 1500 1800

Numarul total de persoane care au participat la acest sondaj este ......

2) Tn diagrama de mai jos sunt redate temperaturile mésurate pe parcursul unei saptamani.

Temperatura 70‘
aerului in °C go
50
45
30
20
12 :
§if Ma [Mi 7 W = D
0o I
1=
_gm
-39
s

a) Completati tabelul urmator cu datele din diagrama.

Ziua Luni Marti Miercuri Joi Vineri Simbitd | Duminica

Temperatura
aerului

b) Care este diferenta de temperatura dintre cea mai calduroasa zi si cea mai friguroasa zi?
c) Care a fost temperatura medie a saptdmanii?

3) Tn diagrama al&turata este expusa, in procente, componenta bibliotecii scolii. Stim ¢d numarul
culegerilor de probleme este 1200.

+— Literaturd pentru copit
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)
a) Aflati procentul reprezentat de dictionare.
b) Completati tabelul urmator.
Felul cartii Culegeri de probleme | Literaturi pentru copii | Albume de arti Dictionare

Nr. de céarti

c) Aflati numarul total de carti din biblioteca.

d) Folositi datele din tabel si alcatuiti o diagrama cu bare orizontale.

'y
Dictionare =
Albume de artd : —
Literaturi pt. copii —
Culegeri de prohleme —

MNumir de carti

0 o00 1200 1500 1800 2100 2400

4) Diagrama circulard de mai jos prezinta, in
procente, vanzdrile unei firme de fast-food.

Acest tabel arata preturile.

Hot DOZS w.vvvvevvereenne $1.80
Hamburger mic .............. $1.50
Hamburger mare.............. $2.50
Cheeseburger mic............ $1.75
Cheeseburger mare .......... $2.75

ntr-o s&ptdmana obisnuita se vand 1500 bucéti de hot dogs si burgers.
a) Cati hot dogs sevand?

b) De cate felii de branza este nevoie ?
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d)

Pentru un burger mic se folosesc 80 g de carne, iar pentru
unul mare 125 g de carne. Ce cantitate de carne trebuie

comandata ?

Care este valoarea totala a vanzarilor intr-o sdptamana ?
Reprezentarea si interpretarea unor dependente functionale

prin tabele, diagrame si grafice - clasa a VII-a

1) n tabelul de mai jos este prezentata repartitia elevilor unei scoli dupa notele obtinute la un

concurs. Numarul elevilor care au obtinut o notd mai mica decéat 7 este

MNote mat mici decat 3 5—599 5—5.99 7—7.599 5—8099 0-0509 10
Sl g 12 25 20 15 8 :
elevt = &

2) Numarul elevilor dintr-un lot de atletism si varstele lor sunt reprezentate in tabelul de mai jos.

a) Calculati numarul elevilor din lot.

Varsta (ant)

11 | 12

Numar elevi

¥,

b) Folositi datele din tabel si alcatuiti diagrama (cu bare orizontale) corespunzatoare.

F
14 ani r
13 ani >
12 ani >
Hani  —>
0 2 4 & & G B 9:

Mumar de elevi

3) Tntabelul de mai jos sunt trecute rezultatele obtinute de elevi la testul dat la biologie.

Nota

Nr. de elevi

a) Aflati media pe clasa.

b) Folositi datele din tabel si alcatuiti diagrama (cu bare verticale) corespunzatoare.
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Numir de elevi
'
4
3
2
1
# ( Mota
0 1 2 3 4 5 (i T g o 10
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4) Toti elevii unei clase au sustinut teza la matematica. Rezultatele obtinute sunt reprezentate in
graficul de mai jos. Conform graficului, clasa are un numar de ... elevi.

numar elevi
[ R L = B = B e Y |

4 5 6 7T 8 9 10

nota la teza

5) Tn graficul de mai jos sunt reprezentate profiturile lunare ale unei firme in primul semestru al

anului 2011. Profitul total realizat de firma in aceasta perioada de timp este egal cu ...... mii
lei.

Profitul

in i1 let

0

&0

a0

40

20

20

10

Lunile
0 primului setnestru

6) Tn graficul de mai jos sunt reprezentate rezultatele obtinute de toti elevii unei clase la teza din
semestrul al ll-lea la matematica. Numarul elevilor care au obtinut note mai mari decéat 7 este

Nota
= obtinutd
456 7 8 010 pum

121


http://www.foxitsoftware.com/shopping

\5

7) Pentru graficul de mai jos, diferenta dintre temperatura cea mai mare §i cea mai mica este

de ....°.

temperatura aerului in °C

35

30

25

20

ian. feb. mar. apr. mai iun. iul. aug. sep. oct. noi. dec.
.5 4
-10
8) Figura alaturatd reprezinta .
) Fig . - P . Distanta parcursa
graficul deplasarii unui inkm &

vehicul pe parcursul a cinci :
ore. in aceastd perioads, 50— ————- | : :
vehiculul stationeaza timp | [ [
de ... ore. 40T : : :
[ I |
| I |
307 [ I |
L [ I |
| I |
20+ | [ [ [
|- [ [ I [
L [ I |
al [ | I [
10 L | | |
o [ I [

- | : | >

1 2 3 4 5 Timpul in ore

9) Energia electrica furnizata unui oras a fost produsa din urméatoarele surse:

«—— Garze naturale

20%
q— Surse regenerabile

Carbune —b\_/)k Pacurd

Muclear

Aflati procentul reprezentat de pacura si completati tabelul urmator cu datele din diagrama.

Felul energiei Cirbune

Picura

Surse regenerabile Gaze naturale Nuclear

Procente
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=
5) Diagrama de mai ios aratd numarul de camere ale unui hotel.
| Camere cud paturi ||={>
| Clamere cu 3 paturd i—(:)
| Camere cu 2 paturi
| Camere cul pat H_D
* | Numir de camere
0 5 10 15 20 25 30
a) Completati tabelul urmator cu datele din diagrama.
Felul camerei cu un pat cu 2 paturi cu 3 paturi cu 4 paturi

Numar de camere

b) Cate camere are acest hotel?

c) Cate locuri de cazare are acest hotel? (un pat = un loc)

6) in diagrama urmatoare sunt redate temperaturile mésurate pe parcursul unei saptamani.

Temperatura
aerului in = C

145

12=

a) Completati tabelul urmator cu datele din diagrama.

10=
=20

aeo

s

=l=]

(nl=]

I Ila

InTi

—

4

V) o

Ziua

Luni

Marti

Miercuri

Joi

Vineri

Duminica

Temperatura

aerului

b) Calculati temperatura medie a saptamanii.

7) ntabelul de mai jos sunt reprezentate rezultatele obtinute de toti elevii unei clase la teza din
semestrul | la matematica.
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Nota 4 5 6 7 8 9 10

Numar de elevi 1 4 5 6 7 4 2

a)

Calculati numarul de elevi ai acestei clase.

b) Calculati numarul de elevi care au obtinut note de 8, 9 sau 10.

c) Folositi datele din tabel si alcatuiti diagrama (cu bare verticale) corespunzatoare.

ITumar de elewi

-

-]

D= NWR W H

- IJTota

8) Diagrama circulara de mai jos arata componenta unei biblioteci. Stim ca numarul culegerilor
de probleme este 40.

2t de caldtorii — |

Albume de artd —» «—— Culegeri de probleme

a) Completati tabelul urmator.

Felul cartii Culegeri de probleme Dictionare Albume de arta Carti de calatorii

Nr. de carti

b) Aflati numarul total de carti din biblioteca.

c) Folositi datele din tabel si alcatuiti o diagrama cu bare orizontale.

5) Tn diagrama al&turata este expusa, in procente, componenta bibliotecii scolii. Stim ¢d numarul
culegerilor de probleme este 1200.

«+— Literaturd pentru copit
a) Aflati procentul reprezenca. wo cicyivriwr .

b) Completati tabelul urmator.
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Felul cartii Culegeri de probleme Literatura pentru copii Albume de art3 Dictionare

Nr. de carti
c)

Aflati numarul total de carti din biblioteca.

d) Folositi datele din tabel si alcatuiti o diagrama cu bare orizontale.

&
Dictionare —
Albume de arts : —
Literaturi pt. copil =
Culegeri de prohleme =

0 900 1200 1500 1800 2100 2400 e

5. Unitati de masura pentru lungime, arie, volum, capacitatea vaselor, masa, timp,
valoare . . .
o Unitati de masura standard; multiplii si submultiplii; transformari Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

1. UNITATI DE MASURA

1.Unitati de masura pentru lungime.

Stramosii babilonienilor si ai altor popoare din antichitate si-au framantat mintea ca
sa stabileasca 0 metoda de muisurare a lungimilor de care se foloseau in viata de toate zilele.
La acest rezultat s-a putut ajunge abia dupa ce a fost stabilit un sistem de numeratie si dupa
ce oamenii s-au familiarizat cu linia dreapta si proprietatile ei. Dupa ce au stiut ca o parte
din linia dreapta se asaza exact peste alta parte a ei, au inteles ca lungimile liniilor puteau
fi comparate, stabilindu-se care este mai mare si chiar de cate ori.

Pentru aceasta operatie era de ajuns sa stabileasca o unitate de lungime, iar aceasta
unitate nu era greu de gasit : putea fi palma, degetul, cotul, bratul intreg, piciorul, pasul, unitatea
aleasa fiind indicata de insasi marimea ce trebuia masurata. Numai ca aceste unitati de
masura desi aveau numiri asemanatoare in majoritatea zonelor, nu erau fixe si nici aceleasi
peste tot. Tocmai aceste deosebiri care ingreunau operatiile comerciale dintre diferite state
au condus la introducerea unei unitati interna.ionale de masurare a lungimilor, unitate care
a fost numita metru. Aceasta noua unitate de lungime, cu multipli si submultipli exprimati
in sistemul de numeratie zecimal, a fost introdusa mai intai in Franta, in 1795, adica dupa
Revolutia franceza. Tara noastra a fost una dintre primele tari care au adoptat sistemul
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metric, anume prin legea din 1864, care urma sa se aplice incepand din anul 1866. Dar chiar
inainte de aceasta data, legaturile noastre culturale cu Franta au facut ca, in cartile tiparite
la noi in tara, sa fie explicata odata cu unitatile de masura folosite din stramosi si notiunea,
foarte moderna pe atunci, de metru. Astfel in cartea de Geometrie tiparita de Gheorghe
Asachi la Jasi in 1838 gasim : « Unitatea legiuta a masurei pentru lungimi este stanjenul,
deci a masura o linie este a cauta cati stanjeni cuprinde, sau fractii ale stanjenului. insa, desi
guvernurile se angrijesc de a pastra pururea

aceeasi lungime a stanjenului, totusi aceasta masura, neatarnand de vreo baza statornica, se
schimba de la loc ai epoca, de aceea urmeaza sminteli intre numaratoarea msurilor vechi si
celor noi. Pentru a se feri de asemenea sminteli vatama.toare, in epoca reformelor, in Franta
s-a determinat o masura neschimbatoare, in urma unor mari operatii astronomice prin care
s-a hotarat imprejmurimea Pamantului, impartind departarea de la pol la ecuator, sau
patrariul de cerc, in zece milioane de parti din care una au luat-o drept metru ».

Definitie

Metrul este lungimea drumului parcurs de lumind in vid in timp de 1/299.792.458
dintr-o secunda.

Vom nota prin litera m metrul. Masuratorile efectuate au urmat sa se extinda si
asupra lungimilor mai mici sau mai mari decat metrul dand nastere la noi categorii de

unitati de masura numite submultiplii metrului respectiv multiplii metrului.
Submultiplii metrului:

-decimetrul (dm)=0,1 m (Im=10dm)

-centimetrul (cm)=0,1 dm =0,01 m (1m=100cm)

-milimetrul (mm) =0,1 cm =0,01 dm = 0,001m (1m=1000mm)
Multiplii metrului:

-decametrul (dam) =10 m

-hectometrul (hm) =10 dam =100 m

-kilometrul (krm) =10 hm = 100 dam = 1000 m
2.Unitdti de masura pentru arie.

Unitatea de masurd pentru arii este aria unui patrat cu latura de 1 m, arie numita
un metru pitrat (se noteaza 1 m?).

Deoarece s-a stabilit ca unitatea de masura a ariei sa fie aleasa ca fiind aria unui
patrat de latura egala cu o unitate de lungime, spunem ca aria este o marime derivata, avand
la baza lungimea.
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Multiplii sunt:

1 dam?=100 m?

1 hm?>=100 dam? = 10000 m?

1 km?=100 hm? = 10000 hm?= 1000000 m?
Submultiplii sunt:

1 dm?=0,01 m?

1 em?=0,01 dm? = 0,0001 m?

1 mm?=0,01 cm? = 0,0001 dm? = 0,000001 m?
3.Unitdti de masura pentru volum.

Unitatea de masurd pentru volum este volumul unui cub cu muchia de 1 m, volum
numit un mefru cub (se noteaza 1 m)

Analog definim multiplii si submultiplii metrului cub, adica:
Multiplii sunt:

1 dam*=1000 m3

1 hm? = 1000 dam? =1 000 000 m>

1 km? = 1000 hm? =1 000 000 dam? =1 000 000 000 m?
Submultiplii sunt:

1 dm?=0,001 m?

1 cm?=0,001 dn? = 0,000001 m?

1 mm?3=0,001 cm? = 0,000001 dm? = 0,000000001 m?

Cum determinam volumul unui corp solid, cu aproximatie?

Se scufunda corpul intr-un vas gradat cu lichid, astfel incat sa fie acoperit complet.
Se citeste pe gradatia de nivel volumul lichidului inainte si dupa scufundare ; diferenta
dintre aceste volume este chiar volumul corpului respectiv.

4.Unitdti de masura pentru capacitate

Unitatea de masurd pentru capacitate este litrul si este echivalentul unui dm? de api.
Prin notatia 1 [ intelegem un litru. Avem deci egalitatea 1 /=1 dm? .

Multiplii sunt:
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1 decalitru (1 dal) =101

1 hectolitru (1 hl) =100 1

1 kilolitru (1 kI) = 1000 [
Submultiplii sunt:

1 decilitru (1 dly=0,11

1 centilitru (1¢l)=0,1dl=0,011

1 mililitru (1 ml)=0,1cI=0,01dl=0,0011
5.Unitdti de mdsura pentru masa.

Masa unui centimetru cub de apa distilata, la temperatura de 40 Celsius s-a
considerat ca fiind 1 gram si s-a notat prin 1 g. S-a stiut ca la aceasta temperatura densitatea

apei este maxima. Cantitatile mai mari decat gramul dau nastere urmatoarelor categorii:
Multiplii gramului:
10 g=1 decagram (se noteaza 1 dag)
100 g=1 hectogram (se noteaza 1 hg)
1000 g=1 kilogram (se noteaza 1 kg)
100000 g=1 chintal (se noteaza 1 g)
1000000 g=1 ton. (se noteaza 1 )
Submultiplii gramului:
1 g=10 decigrame (se noteaz. 10 dg)
1g=100 centigrame (se noteaz. 100 cg)
1g=1000 miligrame (se noteaz. 1000 mg)
6.Unitati de masura pentru timp.

Ziua solari este intervalul de timp care trece din momentul cand soarele trece la
meridianul locului (cand are inaltimea deasupra orizontului maxima, ceea ce popular se
zice amiaza) pana a doua zi cand trece din nou la meridianul locului.

Ziua siderald este intervalul de timp scurs intre doua treceri consecutive ale unei stele
fixe la meridianul locului si este egala cu timpul unei rotatii complete a Pamantului in jurul
axei polilor .
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Intre ziua solara si cea siderala este o diferenta de aproximativ 4 minute. Aceasta
diferenta, cu trecerea mai multor zile, se acumuleaza si se ajunge la situatia ca intr-o zi
soarele sa treaca la meridian (sa fie miezul zilei) la ora siderala 12, pentru ca dupa sase luni,
tot la ora siderala 12, soarele sa fie la meridian in partea cealalta, adica sa fie miezul noptii.

Ziua solard mijlocie se poate defini ca fiind intervalul de timp in care un mobil se
misca uniform (miscarea unui mobil este uniforma daca intre diferite intervale de timp
egale parcurge distante egale) astfel incat este cand inaintea, cand in urma soarelui (in

intervale de timp nu prea mari).

O zi solara mijlocie se imparte in 24 de ore; ora in 60 de minute; minutul in 60 de
secunde; intervalele mai mici ca o secunda se masoara cu zecimea, sutimea etc., de secunda.
Aceasta impartire pentru unitatile de timp, pastreaza impartirea sexagesimala, ramasa de
la babilonieni.

Sapte zile alcatuiesc siptimina, 4 saptamani alcatuiesc luna, 12 luni alcatuiesc anul,
care este intervalul de timp in care Pamantul face o rotatie completa in jurul Soarelui. El are
365,2422 zile. Deoarece nu are un numar intreg de zile s-a stabilit ca anul calendaristic sa
aiba 365 de zile iar din 4 in 4 ani sa aiba 366 de zile. Anul cu 366 de zile se mai numese s an
bisect. Lunile : ianuarie, martie, mai, iulie, august, octombrie si decembrie au cate 31 de zile
; lunile : aprilie, iunie, septembrie si noiembrie au cate 30 zile, iar luna februarie are 28 de
zile (in anul bisect 29 zile).

Globul Pamantesc se imparte in 24 de fusuri orare, un fus fiind cuprins intre doua
meridiane ale caror longitudine difera prin 150.

6. Elemente de geometrie
o Punctul, dreapta, semidreapta, segmentul, linia curba, linia franta prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Punctul. Dreapta.

Punctul, dreapta si planul sunt notiuni fundamentale ale geometriei plane. Pentru aceste notiuni
nu exista definitii precise, dar le putem descrie prin exemple.

Un punct poate fi comparat cu urma ldsatd pe hartie de intepatura unui varf de ac. Punctele se
reprezintd grafic prin buline sau cruciulite si se noteaza cu litere mari: A, B, C, M, etc.
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o O

Punctele A, B, C, M

O dreapta poate fi descrisd ca un fir de atéd bine intins. O dreaptd este nemarginitd, adica poate
fi prelungita la nesférsit, la ambele capete. O dreapta este formata din mai multe puncte. Dreptele
se noteaza cu litere mici: a, b, ¢, d, etc. Daca fixam pe o dreapta doud puncte A si B, atunci
dreapta se va nota AB.

Dreptele d s1 AB

Axioma dreptei *. Doud puncte distincte determina o dreapta.

Asadar, axioma dreptei ne spune ca fiind date doud puncte distincte, putem duce o singurad
dreapta care sa treaca prin ele.

*Q axiomd este un enunt ce exprimd un adevar matematic evident, acceptat fard demonstratie.

Pozitiile relative ale unui punct fata
de o dreapta

Un punct poate avea doua pozitii fata de o dreapta:

fie este situat pe dreaptd, iar in acest caz spunem ca punctul apartine dreptei; in figura de mai
Jjos, punctul A apartine dreptei d si vom scrie astfel: A € d

fie este situat in exteriorul dreptei, iar in acest caz vom spune ca nu apartine dreptei; in figura
de mai jos, punctul M nu apartine dreptei d si notam astfel: M & d.
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A

Trei sau mai multe puncte situate pe aceeasi dreaptd se numesc puncte coliniare. In caz contrar,

ele se vor numi puncte necoliniare.

Priviti figura de mai jos si incercati sa identificati trei puncte coliniare si trei puncte necoliniare.

Punctele A, B, C sunt puncte coliniare;
Punctele B, C, D sunt puncte coliniare;
Punctele A, B, M sunt puncte necoliniare;
Punctele M, B, N sunt puncte necoliniare;
Punctele C, D, N sunt puncte necoliniare.

Pozitii relative a doua drepte in plan

Doua drepte distincte pot fi:

concurente— dacd au un punct comun; in figura de mai jos, dreptele a si b au un punct comun
M si vom spune cé ele sunt concurente in punctul M sau ca se intersecteaza in punctul M;
paralele— daca nu au niciun punct comun; in figura de mai jos, dreptele d si e sunt paralele,
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b

Planul poate fi descris ca o suprafatd neteda, care se poate extinde la nesférsit, in toate directiile.
De exemplu planul mesei, planul tablei, planul peretelui, etc. Planul este format din puncte si
este nemarginit. Planele se noteaza cu litere grecesti: a, 8, y si se reprezinta astfel:

Planul alfa
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o Unghi: definitie, notatii, elemente; interiorul unui unghi, exteriorul unui unghi; masura unui
unghi; clasificare
Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

A
V

Unghiuri in jurul unui punct

Unghiurile formate in jurul unui punct sunt unghiuri care au varful
comun, interioarele disjuncte (care nu au puncte comune, vezi figura de
mai jos) si orice punct al planului este situat pe o laturd sau in interiorul
unui unghi.

Cu alte cuvinte, ele ocupa tot “spatiul” din jurul unui punct. Unghiurile in jurul unui punct au o
proprietate importanta:

Proprietatea unghiurilor formate in
jurul unui punct

Suma masurilor unghiurilor formate in jurul unui punct este de 360 de
grade.
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G

DOA sunt unghiuri in jurul unui punct

AOB+BOC+COD+D0OA=3600

Unghiurile AOB, BOC, COD si
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Probleme rezolvate cu unghiuri in
jurul unui punct

Proprietate: suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct este de 360°.

Problema 1. Figura de maijos
reprezinta schematic intersectia a
cinci strazi. Aflati masura unghiului x.

Rezolvare:
x=360°—(60°+ 49°4+ 1114 71%)
¥ =360"=291" = (9",

120

Incearcd sa rezolvi
singur &)

135

Problema 2. Determinati masura
unghiului x din figura de mai jos.

Rezolvare,
X+ 2e+40° + 2x +x £+ 20° = 360¢
ox + 60° = 360°
by = 300°
x=50"
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Unghiuri complementare.
Unghiuri suplementare.
Unghiuri adiacente

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Unghiurile complementare sunt unghiurile care au suma masurilor egala cu
90°.

Fiecare dintre unghiuri se numeste complementul celuilalt. In figura de mai jos, unghiul ABC
are masura egala cu 64°, iar unghiul DEF are masura egald cu 26°. Impreund, cele doua unghiuri
au 90° si se numesc unghiuri complementare.

A

ea’ 26°
B c E

si DEF sunt unghiuri complementare

Unghiurile ABC

\widehat{ABC}+\widehat{DEF}=90*0ABC+DFEF=900

Unghiurile suplementare sunt unghiurile care au suma masurilor egala cu
180°.
Fiecare dintre unghiuri se numeste suplementul celuilalt. In figura de mai jos, unghiul PQR are

mésura egald cu 64°, iar unghiul TUV are masura egala cu 116°. Impreun, cele doua unghiuri
au 180° si se numesc unghiuri suplementare.

136


http://www.foxitsoftware.com/shopping

116°

64°
Q R 4 U

Unghiurile PQR si TUV sunt unghiuri suplementare

POR+TUV=90"

Unghiurile adiacente sunt unghiurile care au varful comun, o laturd comuna
st interioarele lor nu au puncte comune.

In figura 1 de mai jos, unghiurile MON si NOP sunt adiacente complementare, pentru ca au
varful O comun, latura NO comund si suma masurilor lor este de 90°.

In figura 2 de mai jos, unghiurile SOG $1 SOL sunt adiacente suplementare, pentru cd au varful
O comun, latura SO comuni, iar suma masurilor lor este de 180°.

M
N

43°

0 P

adiacente complementare

Fig. 1. Unghiurile MON si NOP sunt
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119°
61°

G 0 L

SOG si SOL sunt adiacente suplementare

Fig. 2. Unghiurile

Proprietati ale unghiurilor
complementare si suplementare

Daca doua unghiuri au acelasi complement, atunci ele sunt congruente.

Daca doua unghiuri au acelasi suplement, atunci ele sunt congruente.

Daca doua unghiuri sunt complementare $i congruente, atunci fiecare va avea masura egald cu
45° (pentru ca 90°:2=45°).

Daca doua unghiuri sunt suplementare si congruente, atunci fiecare va avea masura egald cu
90° (pentru ca 180°:2=900).

Probleme rezolvate cu Unghiuri
complementare, unghiuri
suplementare

1. Calculati complementul unui unghi cu masura de 38°.
Rezolvare. Notdm cu C complementul unghiului dat.
C+38°=90°

C=90°-38°

C=52~.

2. Calculati suplementul unui unghi cu méasura de 103°.

Rezolvare. Notdm cu S suplementul unghiului dat.
S+103°=180°
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S=180°-103°
S=T7°.

3. Aflati masurile a doua unghiuri suplementare, stiind ca masura unuia dintre ele este de doua
ori mai mare decat masura celuilalt.

Rezolvare. Notam cu A si B cele doud unghiuri.
A+B=180°s1 A=2B

2B+B=180°

3B=180°

B=180°:3

B=60°

A=2B=2-60°=120°

Acum e randul tdu Incearca sa rezolvi singur problemele de mai jos.
Tema:
1. Calculati complementul unui unghi cu masura de 41°.

2. Calculati suplementul unui unghi cu masura de 98°.

Bisectoarea unui unghi

Bisectoarea unui unghi este o semidreapta situatd in interiorul unghiului,
cu originea in varful unghiului si care formeaza cu laturile acestuia doud
unghiuri congruente.

Cu alte cuvinte, bisectoarea unui unghi imparte unghiul in doua unghiuri cu masurile egale. In
figura de mai jos, semidreapta OM este bisectoarea unghiului AOB.

A
M

OM este bisectoarea unghiului AOB
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AA0M = AMOB

Unghiurile AOM si MOB sunt unghiuri adiacente congruente (au varful comun, o laturd comuna
OM, iar celelalte doud laturi OA, respectiv OB sunt situate de o parte si de alta a laturii comune).

Pentru recapitularea notiunilor despre unghiuri invdtate in clasa a V-a si probleme rezolvate cu
unghiuri, click aici.

Probleme rezolvate

Problema 1. Fie unghiul AOB cu masura egald cu 70°si OM bisectoarea acestuia. Aflati
masurile unghiurilor AOM si MOB.

Rezolvare:

B

Daca OM este bisectoare, atunci aceasta Tmparte unghiul AOB in doua unghiuri congruente (cu
aceeasl masurd).
Prin urmare AAOM = AMOB = AAQOB : 2 =70°: 2 =35°,

Problema 2. Se considerd unghiul AOB si OP bisectoarea sa. Stiind ca masura unghiului AOP
este de 80°35’, aflati masura unghiului AOB.

Rezolvare:
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80°35'

80°35'
B

O

Daca 24AOP = 80°35', iar OP este bisectoare, atunci unghiul POB va avea aceeasi masura cu

unghiul AOP. Deci £POB = ZA0P = 80°35’ .
ZA0B= AAOP+ Z£POB= 80°35" + 80°35" = 80°35"2= 160°70’= 161°10"
La ultimul calcul am tinut cont de faptul ca un grad are 60 de minute: 1° = 60’ si am transformat
cele 70 de minute in grade si minute:

70°=60’+10’= 1°+ 10’= 1°10". Asadar, 160°70°’= 161°10".

Problema 3. Fie unghiul AOB cu masura de 112°. Se stie cd OC este bisectoarea unghiului AOB,
iar OD este bisectoarea unghiului COB. Aflati masura unghiului COD.

Rezolvare:

A C

56°
28
28° B

)

Daca OC este bisectoarea unghiului AOB, atunci 2A0C=4COB=4A0B : 2 = 11222 =56°.
Daca OD este bisectoarea unghiului COB, atunci 2COD=4DOB=4COB : 2 = 56°:2 =28°.

Acum e randul tdu Incearcad sa rezolvi singur problemele de mai jos. Dacé ai reusit, scrie-
ne si noud rezultatele obtinute intr-un comentariu. La final te invit sa rezolvi si Testul online.
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Tema:

Problema 1. Fie unghiul AOB cu masura de 86° si OS bisectoarea sa. Aflati mdsura unghiului

AOS.
Problema 2. Fie unghiul AOB 51 OC bisectoarea sa. Stiind ca unghiul COB are mésura egala cu

23°25', aflati masura unghiului AOB.
Problema 3. Fie unghiul AOB cu masura de 124° si OM bisectoarea sa. Daca ON este bisectoarea
unghiului MOB, aflati masura
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o Poligoane:
Triunghiul
- Definitie, elemente; clasificare; perimetru; suma masurilor unghiurilor unui triunghi

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Triunghiul: elemente,
clasificarea triunghiurilor si
proprietati

Triunghiul este o figura pland inchisd, formatd din trei laturi si trei varfuri.
Cele trei laturi ale unui triunghi sunt segmente, iar varfurile sunt punctele de
intersectie ale laturilor.

Varfurile unui triunghi se noteaza cu litere mari: A, B, C, M, N, ... iar triunghiul se noteaza
tindnd cont de cele trei varfuri.

In figura de mai jos avem triunghiul ABC, pe care il putem nota astfel: AABC.

A

B a C

Triunghiul ABC

Cele trei laturi ale triunghiului sunt segmentele AB, BC si AC, care se pot nota si cu litere mici,
tindndu-se seama de varful opus. Astfel, latura AB se opune varfului C si aceasta se va nota cu
litera c. Latura BC se opune vérfului A si o vom nota cu a, iar latura AC se opune varfului B si
0 vom nota cu b.

Fiecare pereche de laturi ale triunghiului formeaza un unghi interior, prin urmare un triunghi
are trei unghiuri interioare. Cele trei unghiuri ale triunghiului ABC sunt: £ ABC (sau mai simplu
4B), 4BAC (sau £A), 4ACB (sau £C).
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Perimetrul unui triunghi

Perimetrul unui triunghi este suma lungimilor laturilor. Dacd notam laturile triunghiului ABC cu
a, b si ¢, atunci perimetrul triunghiului ABC este:

P = atb+c.
Semiperimetrul triunghiului este jumatate din perimetru:

s =P/2=(atb+c):2

Clasificarea triunghiurilor

1. Clasificarea triunghiurilor in functie de laturi

in functie de lungimile laturilor, triunghiurile pot fi:
triunghi oarecare (scalen) — are laturile de lungimi diferite;

triunghi isoscel — are doua laturi congruente; cea de-a treia laturd se numeste baza;
triunghi echilateral — are toate cele trei laturi congruente.

A M

B M N P

Clasificarea triunghiurilor in functie de laturi

Triunghiul ABC este oarecare.
Triunghiul MNP este isoscel: MN=MP.
Triunghiul DEF este echilateral: DE=EF=DF.

Important! Perimetrul unui triunghi echilateral cu latura / este:
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P =3/

2. Clasificarea triunghiurilor in functie de
unghiuri

in functie de masurile unghiurilor, triunghiurile pot fi:

triunghi dreptunghic — are un unghi drept (de 90 grade); laturile care formeaza unghiul drept se
numesc catete, iar latura opusa unghiului drept se numeste ipotenuza;

triunghi ascutitunghic — are toate unghiurile ascutite (mai mici de 90 grade);
triunghi obtuzunghic — are un unghi obtuz (mai mare de 90 grade).

C P

A B Q R

Clasificarea triunghiurilor in functie de unghiuri
Triunghiul ABC este dreptunghic pentru ca unghiul A este drept.
Catetele sunt AB si AC, iar ipotenuza este BC.
Triunghiul PQR este ascutitunghic pentru ca are toate unghiurile ascutite.
Triunghiul TUV este obtuzunghic pentru ca unghiul T este obtuz.

Proprietatile triunghiurilor
O prima proprietate se referd la suma unghiurilor unui triunghi:

P1. In orice triunghi, suma masurilor unghiurilor este de 180°.
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B L

Suma unghiurilor unui triunghi
AA+AB+85C =180°

A doua proprietate se referd la unghiul exterior unui triunghi. Dar s2 vedem mai Intéi ce este un
unghi exterior.

Un unghi exterior unui triunghi este unghiul format de o laturd a
triunghiului cu prelungirea altei laturi. In figura de mai jos, unghiul ACD
este exterior triunghiului ABC.

Un triunghi are sase unghiuri exterioare. Fiecare unghi exterior este suplementul unghiului
interior alaturat.

A

oD
B C

Unghiul
ACD este exterior triunghiului ABC

Si acum sd vedem proprietatea referitoare la unghiul exterior unui triunghi:
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P2. Un unghi exterior unui triunghi are masura egald cu suma masurilor
unghiurilor interioare, neadiacente cu el.

3ACD = 4A+4B.

Probleme rezolvate cu Triunghiul si
proprietatile unui triunghi

Problema 1

Un triunghi are lungimile laturilor de 6 cm, 8 cm si 10 cm. Aflati perimetrul triunghiului.
Rezolvare

P=6+8+10=24 cm.

Problema 2

In triunghiul ABC, unghiul A are masura de 67° si unghiul C are masura de 83°. Aflati masura
unghiului B.

Rezolvare:

Intr-un triunghi, suma masurilor unghiurilor este de 180°.

ZA+4B+4C = 180°
67°+4B+83°=180°

150°+£B=180°

£B=180°-150°=30°.

Problema 3

Masurile unghiurilor unui triunghi sunt direct proportionale cu numerele 2, 3 si 4. Aflati
unghiurile triunghiului.

Rezolvare:

Notam cu A, B, C cele trei unghiuri.
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A_B_C_/‘l+B+C_18O_20
2 3 4 2+3+4 9

A

E=20=>A=2-20=40°

B

§=20=>B=3-20=60°

C

Z=20=>C=4-20=80°.

Problema 4

In triunghiul ABC, unghiul C are 45°. Unghiul ABM este exterior triunghiului si are masura de
110°. Aflati masura unghiului A si masura unghiului ABC.

Rezolvare:

110°
M. B .

Unghiurile ABM si ABC sunt suplementare:
ZABM+4ABC=180° = £ABC=180°-110°=70°.

SA+AABC+AC=180°
AA+T0°+45°=180°
£A+115°=180°
5A=180°-115°=65°.
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- Linii importante in triunghi: inaltimea, bisectoarea, mediatoarea, mediana (definitie,
proprietati, constructie)

- Ortocentrul, centrul cercului inscris in triunghi, centrul cercului circumscris triunghiului, centrul
de greutate Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Linii importante in triunghi

1. Bisectoarele unghiurilor unui
triunghi

Bisectoarea unui unghi este o semidreaptd situata in interiorul unghiului, cu
originea in varful unghiului si care formeaza cu laturile acestuia doua
unghiuri congruente.

Cu alte cuvinte, bisectoarea imparte unghiul in doud unghiuri cu masurile egale. (Vezi si
lectia Bisectoarea unui unghi.)

Proprietatea punctelor situate pe bisectoarea
unui unghi

Orice punct situat pe bisectoarea unui unghi este egal departat de laturile
unghiului.

Are loc si reciproca acestei proprietati:

Daca un punct este egal departat de laturile unui unghi, atunci el este situat
pe bisectoarea unghiului.

Dar ce inseamna ca un punct este egal depirtat de laturile unghiului? Inseamna ca distantele de
la acel punct la laturile unghiului sunt egale, prin distanta intelegand perpendiculara din punctul
respectiv pe laturile unghiului. In figura de mai jos, OS este bisectoarea unghiului AOB, iar M
este un punct oarecare, situat pe aceasta bisectoare. Ducem din M doud perpendiculare:
MNL1OA si MPLOB. Prin urmare, d(M,0OA)=MN si d(M,OB)=MP. Atunci, conform proprietatii
de mai sus, avem ca MN=MP.

Daca OS este bisectoarea £ A0B, MEOS, MNLOA si MP1LOB = MN=MP.
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OS este bisectoarea
unghiului AOB

Concurenta bisectoarelor unui triunghi

Intr-un triunghi putem construi trei bisectoare (pentru ca un triunghi are trei unghiuri). Aceste
bisectoare sunt concurente (se intersecteazd) intr-un punct numit centrul cercului inscris in
triunghi si care se noteaza de obicei cu 1. Punctul I este egal depértat de laturile triunghiului.

AM, BN si CP sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC

A

B M

triunghi. Centrul cercului inscris

Concurenta bisectoarelor unui
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2. Mediatoarele laturilor unui
triunghi

Mediatoarea unui segment este perpendiculara ridicatda din mijlocul
segmentului.

In figura de mai jos, M este mijlocul segmentului AB, DMLAB, prin urmare DM este
mediatoarea segmentului AB. (Vezi si lectia Mediatoarea unui segment.)

D

Proprietatea punctelor situate pe mediatoarea
unui segment

Orice punct situat pe mediatoarea unui segment este egal departat de
capetele segmentului.

Este valabila si reciproca acestei proprietati:

Daca un punct este egal departat de capetele unui segment, atunci el
apartine mediatoarei segmentului.

In figura de mai jos, dreaptadeste mediatoarea segmentului AB, iar P este un
punct oarecare situat pe aceasta. Atunci distanta de la punctul P la A este egala cu distanta de la

P la B: d(P,A)=d(P,B).

d— mediatoarea segmentului AB, PEd = PA=PB.
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—
©
A Y B

Mediatoarea unui segment

Concurenta mediatoarelor laturilor unui triunghi

Intr-un triunghi putem construi trei mediatoare, pentru ca sunt trei laturi. Cele trei mediatoare
sunt concurente (se intersecteazd) Intr-un punct numit centrul cercului circumscris
triunghiului si se noteaza de obicei cu O. Cercul circumscris unui triunghi este cercul care trece
prin vérfurile triunghiului. Punctul O este egal departat de varfurile triunghiului, prin urmare
raza cercului este R=OA=0B=0C.

OM, ON si OP sunt mediatoarele laturilor triunghiului ABC

A

Concurenta
mediatoarelor unui triunghi. Centrul cercului circumscris
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Daca triunghiul ABC este dreptunghic, atunci centrul cercului circumseris coincide cu mijlocul
ipotenuzei, iar dacad triunghiul este obtuzunghic, centrul cercului circumscris este situat in
exteriorul triunghiului.

3. Iniltimile unui triunghi

Indltimea unui triunghi este perpendiculara dusi dintr-un varf al
triunghiului pe latura opusa.

AM1BC = AM inaltime

A

.
8"

Mai putem spune ca AM este indltimea corespunzdtoare laturii BC, iar latura BC se
numeste baza. Notiunea de indltime a unui triunghi este foarte importantd in geometria plana,
deoarece cu ajutorul ei vom defini aria triunghiului.

C

Concurenta indltimilor unui triunghi

Intr-un triunghi putem construi trei inaltimi. Acestea sunt concurente (se intersecteaza) intr-un
punct numit ortocentrul triunghiului si se noteaza de obicei cu H.

AM, BN si CP sunt inaltimi in triunghiul ABC
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2"

triunghi. Ortocentrul triunghiului

Concurenta inaltimilor unui

In cazul in care triunghiul este dreptunghic, atunci doua dintre inaltimi vor coincide cu catetele,
iar in cazul acesta, ortocentrul va fi véarful drept al triunghiului.

Daca triunghiul este obtuzunghic, atunci ortocentrul va fi situat in exteriorul triunghiului.

4. Medianele unui triunghi

Mediana este segmentul care uneste un varf al unui triunghi cu mijlocul
laturii opuse.

M- mijlocul segmentului BC = AM- mediana in triunghiul ABC

A

& M
Mediana in triunghi

Mediana unui triunghi are o proprietate importanta:
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Orice mediand Timparte triunghiul in doud triunghiuri cu ariile
egale: Aapm=Aamc. Aceste triunghiuri se numesc triunghiuri echivalente.

Concurenta medianelor unui triunghi

Intr-un triunghi putem construi trei mediane. Acestea sunt concurente Intr-un punct
numit centrul de greutate al triunghiului si care se noteazd cu G. Acest punct este situat pe
fiecare mediand, la doua treimi de varf si o treime de baza.

AM, BN si CP sunt mediane in triunghiul ABC

A

B M

unui triunghi. Centrul de greutate

Concurenta medianelor

2 1
AG = §AM si GM = §AM.

Probleme rezolvate cu linii
importante in triunghi

Problema 1

Doi frati vor sd Tmpartd o felie de pizza triunghiulard. Cum trebuie tdiatd pizza pentru a fi
impartitd in mod egal?

Rezolvare:

Fixam mijlocul unei “laturi” a triunghiului si apoi tdiem pizza pe linia mediand, pentru ca
mediana imparte triunghiul in doua triunghiuri cu ariile egale.
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Problema 2

Fie triunghiul ABC si AM mediana (M apartine laturii BC). Stiind cd aria triunghiului ABM este
egald cu 24 cm?, aflati aria triunghiului ABC.

Rezolvare:

Urmarim figura de mai sus. Dacd AM este mediana, aceasta Imparte triunghiul ABC in doua

triunghiuri cu ariile egale.
AABM — AAMC
Aspe = Aspm + Asnic =2 X Aapm

AABC =2 x 24 =48cm?.

- Criteriile de congruenta a triunghiurilor
Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Congruenta triunghiurilor

Doua segmente sunt congruente dacd au aceeasi lungime. Doud unghiuri sunt congruente daca
au aceeasi masurd. Dar cand sunt congruente doud triunghiuri?

In general, daca doua figuri coincid prin suprapunere, spunem ci ele sunt congruente.

Figuri congruente
Foto credit: Pixabay

Sé ne gandim ca avem o bucata de carton pe care desenam doua triunghiuri si apoi le decupam.
Daca putem aseza cele doua triunghiuri unul peste celalalt si ele coincid perfect, atunci cele doua
triunghiuri sunt congruente.
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A A’

B C B ¢’
Triunghiuri congruente

Triunghiurile congruente au elementele corespunzatoare congruente doud cate doud. Asadar,
daca AABC = AA’B’C’, atunci au loc urmatoarele sase congruente:

AB=A'B’,BC=B’C’, AC=A’C’, 4A=4A", 4B=4B’, 4C=4C".
Pentru a demonstra ca doua triunghiuri sunt congruente, nu este nevoie sa demonstram toate cele

sase congruente, ci este suficient sa demonstram doar trei dintre acestea. Daca trei elemente
coincid, atunci coincidenta celorlalte este o consecinta.

Avem urmatoarele cazuri (criterii) de congruenta:

Congruenta triunghiurilor- Cazuri de

congruenta
1. Cazul L.U.L. (latura-unghi-latura):

Doua triunghiuri sunt congruente dacd au doud laturi si unghiul dintre acestea respectiv
congruente.

2. Cazul U.L.U. (unghi-laturd-unghi):

Doua triunghiuri sunt congruente dacd au o laturd si doud unghiuri aldturate respectiv
congruente.

3. Cazul L.L.L. (latura-latura-latura):

Doua triunghiuri sunt congruente daca au toate laturile respectiv congruente.
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Congruenta triunghiurilor: Metoda
triunghiurilor congruente — probleme
rezolvate

Metoda triunghiurilor congruente este o metoda prin care putem demonstra cd doud segmente
sau doud unghiuri sunt congruente. Daca intr-o problema se cere sa aratam ca doud segmente
sau doud unghiuri sunt congruente, le vom incadra in doua triunghiuri a caror congruenta o putem
demonstra. Din congruenta celor doud triunghiuri va rezulta congruenta segmentelor /
unghiurilor cerute.

Problema 1

Fie ABC un triunghi isoscel cu AB=AC si notdm cu S mijlocul laturii BC. Ardtati ca 4BAS =
ZCAS.

Rezolvare:

B ¢ C

Incercam sa gasim doua triunghiuri care contin cele doua unghiuri. #BAS face parte din
triunghiul ABS si CAS face parte din triunghiul ACS. Prin urmare, vom demonstra ca aceste
douad triunghiuri sunt congruente, iar din congruenta lor va rezulta si congruenta celor doua
unghiuri. Pentru a demonstra ca triunghiurile ABS si ACS sunt congruente, trebuie sé gésim trei
elemente respectiv congruente, gandindu-ne la cazurile de congruentd mentionate mai sus. Stim
din datele problemei ca AB = AC, iar dacd S este mijlocul lui BC, atunci BS = CS. Iar latura AS
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este laturd comuna celor doua triunghiuri. Asadar suntem in cazul de congruentd L.L.L. (pentru
cd am gasit trei laturi respectiv congruente). Redactam astfel:

AABS
AACS

Problema 2

AB = AC (ip.)
BS = CS (ip.)

AS = AS (lat.com.)

(L.L.L)
= AABS = AACS = 4BAS = ACAS.

In figura de mai jos, dreptele a si b sunt paralele, iar ¢ si d sunt secante. Dacd AB = CD, aratati

cd OB = OD.

Rezolvare:

Vom arata ca triunghiurile OAB s1 OCD sunt congruente.

Vom tine cont de faptul cé dreptele a si b sunt paralele si se formeaza perechi de unghiuri alterne

interne congruente.
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AOAB Z0BA = £0DC (alt.int) (U.L.U)

AOCD AB = CD (ip.) — AOAB = AOCD = OB = OD.
40AB = 40CD (alt.int.)

Congruenta triunghiurilor
dreptunghice

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Despre cazurile de congruenta ale triunghiurilor oarecare am discutat intr-o alta lectie (vezi
lectia ) si am vdzut ca pentru a demonstra congruenta a doud triunghiuri, trebuie sa
demonstram congruenta a trei elemente. In cazul triunghiurilor dreptunghice, este suficient sa
identificam doar doua perechi de elemente congruente (altele in afard de unghiul drept).

S& ne reamintim! Un triunghi este dreptunghic dacad are un unghi drept (cu masura de 90 de
grade). Laturile care formeaza unghiul drept se numesc catete, iar latura opusd unghiului drept
se numeste ipofenuzd.

A

cateta cateta

B ipotenuza
Triunghiul dreptunghic
ABC

Cazurile (criteriile) de congruenta ale
triunghiurilor dreptunghice

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia
1. Cazul C.C. (cateta-catetd):

Doua triunghiuri dreptunghice sunt congruente dacd au catetele respectiv congruente.
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2. Cazul C.U. (cateta-unghi):

Doua triunghiuri dreptunghice sunt congruente daca au cate o catetd si cate un unghi ascutit
respectiv congruente.

3. Cazul L.U. (ipotenuza-unghi):

Doua triunghiuri dreptunghice sunt congruente dacd au ipotenuzele si cate un unghi ascutit
respectiv congruente.

4. Cazul 1.C. (ipotenuza-catetd):

Doua triunghiuri dreptunghice sunt congruente dacd au ipotenuzele si cite o catetd respectiv
congruente.

Probleme rezolvate. Metoda
triunghiurilor congruente

Metoda triunghiurilor congruente este o metoda prin care putem demonstra cid doud segmente
sau doud unghiuri sunt congruente. Daca intr-o problema se cere sa aratam ca doud segmente
sau doud unghiuri sunt congruente, le vom incadra in doua triunghiuri a caror congruenta o putem
demonstra. Din congruenta celor doud triunghiuri va rezulta congruenta segmentelor /
unghiurilor cerute.

Problema 1
Fie ABC un triunghi isoscel cu AB=AC si fie AMLBC. Arétati ca ABM = AACM.

Rezolvare:
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B M C

Daca AMLBC, atunci triunghiurile ABM si ACM sunt dreptunghice si vom aréta ca acestea sunt
congruente.

AABM AB = AC (ipoteza) (1.c.)

AACM AM = AM (latura comund) | = AABM = AACM = AABM = £AC]

Acesta este un rezultat important si ar fi bine sd-1 retinem:
Intr-un triunghi isoscel, unghiurile alaturate bazei sunt congruente.
Problema 2

Fie ABC un triunghi isoscel cu AB=AC si fie M mijlocul laturii BC. Ducem MPLAB si
MQLAC. Aritati cd PB = QC.

Rezolvare:
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P Q

B Y C

Triunghiurile MPB si MQC sunt dreptunghice si vom arita cd acestea sunt congruente. in
rezolvarea acestei probleme vom folosi rezultatul demonstrat anterior: triunghiul isoscel ABC
are unghiurile de la bazd congruente: B=4C.

AMPB MB = MC (ipoteza) (1.U.)
AMQC | 4B = 4C (vezipb.1) | = AMPB = AMQC = PB = QC.

- Proprietati ale triunghiului isoscel; proprietati ale triunghiului echilateral

Triunghiul isoscel

ianuarie 1, 2020 / Niciun comentariu

Triunghiul isoscel este triunghiul cu doua laturi congruente (egale).

In figura de mai jos, triunghiul ABC este isoscel, AB = AC, iar BC se numeste bazd.
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B C

Figura 1- Triunghiul isoscel

In continuare o sa vedem care sunt proprietatile triunghiului isoscel.

Proprietatile triunghiului isoscel

Proprietatea 1. Intr-un triunghi isoscel, unghiurile aliturate bazei sunt
congruente.

In figura de mai sus, triunghiul ABC isoscel = £B = #C.

Urmatoarea proprietate se referd la liniile importante in triunghi. Pentru a intelege mai bine
aceastd proprietate, am desenat mai intdi un triunghi oarecare MNP in care am construit cele
patru linii importante (vezi figura 2):

MO- bisectoarea unghiului M
ME -inaltime

MF- mediana (F- mijloc)

LF- mediatoare
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p

Figura 2- Triunghi oarecare-linii
importante

.
B p C

Figura 3- Triunghi isoscel-linii importante

In figura 3, avem triunghiul isoscel ABC, in care am construit de-asemenea, cele patru linii
importante: bisectoarea unghiului A, indltimea din A, mediana si mediatoarea corespunzatoare
bazei. Cu toate acestea, se vede doar o singurd linie: AO. De ce? Pentru ca ele coincid (se
suprapun). Asadar, putem formula urmatoarea proprietate a triunghiului isoscel:

Proprietatea 2. Intr-un triunghi isoscel, bisectoarea unghiului opus bazei
este si indltime, mediana s1 mediatoare.

Conform acestei proprietati, putem demonstra ca un triunghi este isoscel dacd doud linii
importante coincid (mediana este si inaltime, sau bisectoarea este si mediand, etc.).

S& vedem in continuare si alte proprietati ale triunghiului isoscel. Acestea se pot demonstra
folosind metoda triunghiurilor congruente.
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Proprietatea 3. Intr-un triunghi isoscel, bisectoarele unghiurilor
congruente sunt congruente.

A

B e

BE si CD sunt bisectoare, BE = CD

Proprietatea 4. Intr-un triunghi isoscel, medianele corespunzatoare
laturilor congruente sunt congruente.

-

B L

BG si CF sunt mediane, BG = CF

Proprietatea 5. Intr-un triunghi isoscel, indltimile corespunzatoare
laturilor congruente sunt congruente.
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BN si CM sunt indltimi, BN = CM

Probleme rezolvate cu triunghiul
isoscel

Problema 1

Fie ABC un triunghi isoscel cu baza BC. Daca unghiul B are masura de 50°, aflati celelalte
unghiuri.

Rezolvare:

Unghiurile de la baza sunt congruente, prin urmare C=4B=50°.
£ A=180°-(50°+50°)=80°.

Problema 2

Fie ABC un triunghi isoscel cu baza BC=6 cm. Stiind cé perimetrul triunghiului este de 20 cm,
aflati lungimile laturilor AB s1 AC.

Rezolvare:

Daci baza este BC, atunci AB=AC.
P=AB+AC+BC=2AB+BC=20 cm
2AB+BC=20

2AB+6=20
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2AB=20-6=14
AB=14:2=7 cm
AC=AB=7 cm.
Problema 3

Fie ABC un triunghi dreptunghic in B si fie M simetricul punctului A fatd de B. Aratati ca
triunghiul ACM este isoscel.

Rezolvare:

Haideti s& vedem mai intdi ce este simetricul unui punct fatd de un punct. Punctul M este
simetricul punctului A fatad de B, daca B este mijlocul segmentului AM. Asadar, pentru a construi
simetricul lui A fatd de B, vom prelungi segmentul AB cu un alt segment MB congruent cu AB.

A

Metoda 1
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Putem arita ci un triunghi este isoscel daca doud linii importante coincid. In cazul de fata,
observam ca CB este inaltime, pentru cd CBLAM si CB este si mediand, deoarece punctul B este
mijlocul segmentului AM, conform constructiei facute. Prin urmare, triunghiul CAM este
isoscel.

Metoda 2

Am fi putut rezolva problema si prin metoda triunghiurilor congruente: se arata ca triunghiurile
dreptunghice CAB si CMB sunt congruente (caz C.C.), de unde rezulta cd CA = CM, asadar
triunghiul CAM este isoscel (pentru ca are doua laturi egale).

Triunghiul echilateral

Triunghiul echilateral este triunghiul cu toate laturile congruente (egale).

AABC echilateral = AB=AC=BC.

B/ H \C

Proprietatile triunghiului echilateral

Proprietatea 1. Triunghiul echilateral are toate unghiurile congruente, avand fiecare masura
egald cu 60° (180°:3=60°).

Triunghiul echilateral

ZA=4B=4C=60°.
Preprietatea 2. Intr-un triunghi echilateral, toate liniile importante care pornesc din acelasi varf

coincid (bisectoarele unghiurilor coincid cu Inéltimile, medianele si mediatoarele). Acestea sunt
sl axe de simetrie.
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Liniile importante in triunghiul echilateral

Preprietatea 3. Intr-un triunghi echilateral, centrul cercului circumscris coincide cu centrul
cercului inscris, cu ortocentrul si cu centrul de greutate (notat pe figurd cu O).

Trebuie amintit faptul ca triunghiul echilateral mosteneste toate proprietatile triunghiului isoscel.

Important! Un triunghi isoscel care are un unghi de 60° este triunghi echilateral.

Perimetrul triunghiului echilateral

Dacé notam laturile triunghiului cu /; AB=AC=BC=/, atunci perimetrul triunghiului ABC va fi:
P=3

Pentru elevii de clasa a VII-a, mentiondm si formula de calcul pentru aria triunghiului echilateral:

Aria triunghiului echilateral

12V/3
4

Probleme rezolvate cu triunghiul
echilateral

Problema 1

Aflati perimetrul unui triunghi echilateral cu latura de 7 cm.
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Rezolvare:

P=3:7=21 em.

Problema 2

Aflati latura unui triunghi echilateral avand perimetrul de 13,5 cm.
Rezolvare:

P=3!

[=P:3=13,5:3=4,5 cm.

Problema 3

Fie triunghiul echilateral ABC si punctele M si N pe latura BC astfel incéat
ZBAM=4AMAN=ANAC. Aflati masura unghiului AMN.

Rezolvare:

A

207

60°

A= 4B=4C=60 °

ZBAM=4MAN=4NAC=60°:3=20°

In triunghiul ABM, #AMB=180° -(60° +20° )=100°.

Unghiurile AMB si AMN sunt suplementare, prin urmare 2AMN=180° — £ AMB =180° -100°
=80°.

- Triunghiul dreptunghic: proiectii ortogonale pe o dreapta; teorema inaltimii; teorema catetei,
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teorema lui Pitagora; reciproca teoremei lui Pitagora
- Perimetrul si aria (formule de calcul)

Triunghiul dreptunghic
~ Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Triunghiul dreptunghic este triunghiul care are un unghi drept (cu masura de 90°).

Laturile care formeaza unghiul drept se numesc catete, iar latura opusd unghiului drept se
numeste ipotenuzd.

A

cateta

B

ipotenuza
Triunghiul ABC

dreptunghic in A

Un triunghi dreptunghic care are catetele congruente se numeste triunghi dreptunghic isoscel. In
acest caz, unghiurile ascutite sunt congruente si au masura egald cu 45° (pentru ca (180°-
90°):2=45°).

A

45° 45°
B ks

Triunghi dreptunghic isoscel
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Proprietatile triunghiului
dreptunghic

Proprietatea 1. Intr-un triunghi dreptunghic, unghiurile ascutite sunt complementare.

ZB+4C=90°.

Triunghiul dreptunghic

Proprietatea 2. Daca un triunghi dreptunghic are un unghi cu masura de 30 de grade, atunci cateta
opusa acestui unghi este jumatate din ipotenuza.

AB =BC(C/2.

A

cateta

b

B ipotenuza

cateta

C

Triunghi dreptunghic cu un
unghi de 30 de grade

Proprietatea 3. Intr-un triunghi dreptunghic, mediana corespunzatoare ipotenuzei este jumatate
din ipotenuza.

AM- mediana (M mijlocul lui BC) = AM = BC/2.
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B : : C
M Mediana in triunghiul
dreptunghic

Teorema lui Pitagora. in orice triunghi dreptunghic, suma patratelor catetelor este egald cu
patratul ipotenuzei.

AB>+AC?=B(?
@a=h2+ 2

B a C

lui Pitagora

Triunghi dreptunghic- Teorema

Pentru elevii din clasa a VII-a, mentionam si formulele de calcul pentru aria unui triunghi
dreptunghic:

Aria triunghiului dreptunghic
Aria unui triunghi dreptunghic se poate scrie in doud moduri:

o Daca notam cele doua catete cu ¢, si ¢, atunci formula pentru arie este semiprodusul catetelor:

C1°C
M = ;
2

Aria triunghiului dreptunghic
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Dacd notam cu i— ipotenuza triunghiului si cu 4— indltimea corespunzatoare ei, atunci aria
triunghiului se calculeaza folosind formula:

i-h
2 o .
Aria triunghiului dreptunghic

Probleme rezolvate cu triunghiul
dreptunghic

Problema 1
Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, cu 4B=30°. Daca BC=18 cm, aflati lungimea laturii AC.

Rezolvare:

30°
B 18 E

Latura AC este catetd opusa unghiului de 30°, prin urmare ea va fi jumatate din ipotenuza.

AC=BC/2=18:2=9cm.
Problema 2

In figura de mai jos, triunghiul MNP este dreptunghic in M, iar O este mijlocul lui NP. Stiind ca
PO=4 cm, aflati lungimea segmentului MO.
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M N

Rezolvare:

Daca O este mijlocul lui NP, atunci PO = ON =4 cm. Prin urmare, PN =4+4 = § cm.
MO este mediana si ea va fi jumatate din ipotenuzd: MO =PN/2 =8:2 =4 cm.
Problema 3

Fie ABC un triunghi isoscel cu £A=120° si fie M mijlocul laturii BC. Dacd AB=6 cm, aflati
lungimea segmentului AM.

Rezolvare:

C

M

Daca triunghiul ABC este isoscel, atunci £B=24C=(180° -120°):2=30°.

AM este mediana in triunghiul isoscel ABC, prin urmare ea va fi si bisectoare si indltime.
4BAM = ACAM = 4BAC:2 = 120°:2 = 60°.

Triunghiul AMB este dreptunghic in M, iar AM este cateta opusd unghiului de 30 de grade,
asadar AM = AB/2=6/2=3 cm.
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Teorema inaltimii

Teorema indlfimii. Intr-un triunghi dreptunghic, patratul indltimii este egal
cu produsul proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

Sund complicat, dar nu e Sa privim desenul urmator:

A

B

triunghiul dreptunghic

D Teorema indltimii In
Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Catetele sunt AB si AC, iar ipotenuza este BC. Notdm cu

AD 1inéltimea triunghiului, ADLBC. Proiectia catetei AB pe ipotenuza este BD, iar proiectia
catetei AC pe ipotenuza este CD. Atunci, conform teoremei indltimii, are loc relatia:

AD?=BD-CD.

Aceasta relatie se deduce din asemanarea triunghiurilor ADC i BDA (caz de asemanare U.U.).

In continuare vom deduce o altd formula importanta pentru calculul indltimii corespunzétoare
ipotenuzei.

fnél‘gimea intr-un triunghi dreptunghic se poate exprima si in functie de laturile triunghiului ABC.
Astfel, daca scriem aria triunghiului ABC in doud moduri si egalam cele doua relatii, vom avea:
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BC - AD AB - AC
Apapc = Y sau Apapc = 5
BC - AD B AB - AC
2 2
BC - AD = AB - AC

; AB - AC
~ BC

Formula Tnaltimii in
triunghiul dreptunghic in functie de laturi

Am obtinut astfel cd indltimea unui triunghi dreptunghic este produsul
catetelor supra ipotenuza.

Probleme rezolvate cu teorema
Inaltimii in triunghiul dreptunghic
Problema 1

Fie MNP un triunghi dreptunghic in M si fie MOLNP. Daca MO=6 cm si OP=9 cm, aflati
lungimea ipotenuzei NP.

Rezolvare:

M

Aplicam teorema naltimii MO? = NO-OP si vom inlocui lungimile cunoscute MO = 6 si OP =
9.

36=NO - 9 = NO=36:9=4 cm.
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NP = NO+OP = 4+9 = 13 cm.
Problema 2

Aflati Tndltimea unui triunghi dreptunghic avand catetele de 9 cm, 12 cm si ipotenuza de 15 cm.
Rezolvare:
Notam cu / ndltimea triunghiului. Atunci 4 va fi produsul catetelor supra ipotenuza:

c,-c, 9-12 108

h = o =15 ~ 1t = 7,2 cm.

Teorema catetei

Intr-un triunghi dreptunghic, pétratul unei catete este produsul dintre ipotenuza si proiectia
catetei pe ipotenuza.

A

B -
Fie triunghiul ABC dreptunghic in A si fie AD LBC. Catetele sunt AB si AC, iar ipotenuza este

BC. Proiectia catetei AB pe ipotenuza este BD, iar proiectia catetei AC pe ipotenuza este DC.
Atunci, conform teoremei catetei, au loc relatiile:

L

AB?=BD-BC
AC?*=DC-BC.

Prima relatie se deduce din asemé@narea triunghiurilor ABC si DBA (caz de asemanare U.U.), iar
a doua relatie se deduce din asemé@narea triunghiurilor ABC si DAC (caz U.U.).

Probleme rezolvate cu teorema catetei

Problema 1
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Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, cu AB= 6V3 cm si BC=12 cm. Aflati lungimea Inaltimii
corespunzdtoare ipotenuzei si perimetrul triunghiului ABC.

Rezolvare:

A

u
B D C

Pentru a afla inaltimea AD, trebuie mai Intéi sa afldm proiectiile catetelor pe ipotenuzi. Pentru
a afla lungimea proiectiilor BD si CD, vom aplica teorema catetei:

AB>=BD-BC
(6N3)=BD : 12
36 : 3=BD : 12 112
BD=9 cm.

DC=BC-BD=12-9=3 cm.

Acum aplicdm teorema indltimii pentru a afla AD:

AD’=BD . DC
AD*=9 - 3=27

AD =27 =3V3 cm.

Pentru a afla perimetul triunghiului ABC, trebuie mai intdi sa calculam lungimea catetei AC,
folosind teorema catetei:

AC>=DC-BC=12-3=36
AC=V36=6 cm.

In continuare vom calcula perimetrul triunghiului ABC.

P = AB+BC+AC = 63 +12+6 = 18+ 63 cm.
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Teorema lui Pitagora

Teorema lui Pitagora exprimd o relatie intre lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic.
Exista unele dovezi cd aceasta teorema a fost cunoscutd cu mult timp inaintea lui Pitagora si nu
se stie sigur daca a fost demonstrata de Pitagora. Dar, indiferent care 1i sunt originile, ea a avut
un foarte mare impact asupra omenirii. Teorema lui Pitagora a fdcut posibild dezvoltarea
cartografiei, a navigatiei si a topografiei. Aceastd teoremd permite calcularea distantelor cu
ajutorul coordonatelor $i a inspirat trigonometria, stiinta care std la baza cartografierii. Teorema
lui Pitagora a deschis directii noi de explorare a universului, conducénd la aparitia teoriei
generale a relativittii.

Teorema lui Pitagora. Intr-un triunghi dreptunghic, suma patratelor catetelor este egald cu
patratul ipotenuzei.

A

Triunghiul ABC este dreptunghic
in A

AB?+ AC?=B(?
gt = it

Are loc si reciproca teoremei lui Pitagora, care ne permite sa demonstrdm cd un triunghi este
dreptunghic, atunci cand se cunosc lungimile laturilor.

Reciproca teoremei lui Pitagora. Daca intr-un triunghi, suma pétratelor a doua laturi este egala
cu péatratul celei de-a treia laturi, atunci triunghiul este dreptunghic.

Patrulaterul
- Patrulaterul convex; suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex

Patrulaterele convexe reprezinta cele mai cunoscute patrulatere. Prin definitie, un patrulater
este convex daca dreapta-suport a fiecarei laturi are proprietatea ca in unul din semiplanele
deschise determinate de ea se afla doua varfuri ale patrulaterului. O alta definitie, mai putin
riguroasa dar mai intuitiva, este aceea ca la patrulaterele convexe prelungirea oricarei laturi nu
intersecteaza nicio alta latura.

Cazuri particulare de patrulatere convexe:

e frapezul: doua laturi opuse sunt paralele;
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e lrapezul isoscel: douad laturi sunt paralele si celelalte doud sunt congruente; prezinta
proprietatea ca diagonalele sunt congruente;

e paralelogramul: laturile opuse sunt paralele si congruente;

e rombul: paralelogramul cu toate laturile egale; prezinta proprietatea ca diagonalele sunt
perpendiculare;

e  dreptunghiul: paralelogramul cu toate unghiurile drepte; prezinta proprietatea ca
diagonalele sunt congruente;

e pdtratul: rombul cu toate unghiurile drepte sau dreptunghiul cu toate laturile egale;
prezintd proprietatea ca diagonalele sunt congruente si perpendiculare;

e patrulaterul inscriptibil: patrulaterul ale carui varfuri apartin unui cerc; patratul, dreptunghiul
si trapezul isoscel sunt patrulatere inscriptibile;

e patrulaterul circumscriptibil: patrulaterul in care poate fi Tnscris un cerc. Teorema lui
Pitot se refera la acest tip de patrulatere: ,Un patrulater convex este circumscriptibil daca
si numai daca sumele lungimilor laturilor opuse sunt egale”.

- Paralelogramul, proprietati; paralelograme particulare: dreptunghi, romb, patrat - proprietati;
trapezul - clasificare, proprietati, linia mijlocie in trapez
- Perimetre si arii: dreptunghi, romb, patrat, trapez

Paralelogramul

Paralelogramul este patrulaterul cu laturile opuse paralele.

AB \parallel CD, AD \parallel BC.AB||CD,ADI|BC.

Paralelogramul

Proprietatile paralelogramului:

laturile opuse sunt congruente;

unghiurile opuse sunt congruente;

unghiurile aldturate sunt suplementare;
diagonalele se injumatatesc (au acelasi mijloc).
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v'AB = CD,AD = BC.
v %A = 4C, 4B = 4D.
O vV 4A+ 4B = 180°, 4B + 4C = 1¢

B v'AO = 0C,B0O = 0D.
C

Proprietétile paralelogramului
Cum demonstram cd un patrulater este paralelogram?

Un patrulater este paralelogram daca este indeplinita una din urmatoarele conditii:

are laturile opuse paralele doua cate doua

are laturile opuse congruente doua cate doua;

are doud laturi opuse paralele si congruente;

are unghiurile opuse congruente;

oricare doud unghiuri aldturate sunt suplementare;
diagonalele se injumaétatesc.

Perimetrul paralelogramului

Perimetrul paralelogramului este suma lungimilor laturilor. Dacd notdm cu a si b laturile
paralelogramului, atunci perimetrul sau este:

P =2a + 2b.

Aria paralelogramului

Aria paralelogramului se calculeaza inmultind o laturd (@) cu Indltimea corespunzitoare ei
(4). Indltimea este distanta de la un varf al paralelogramului la latura opusa.

A=a h.

O alta formuld de calcul pentru arie este produsul a doud laturi (a si b) si sinusul unghiului
ascutit u dintre ele:

A = ab - sinu.
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Probleme rezolvate cu paralelogram

Problema 1

Fie ABCD un paralelogram cu masura unghiului A de 134 de grade. Aflati masurile celorlalte
unghiuri.

Rezolvare. Urmarim figura de mai sus.

4C = 4A = 134° (unghiuri opuse)
<A + 4B = 180° (unghiuri aldturate) = <B = 180° — 54 = 180° — 134° = 46°
*D = «B = 46° (unghiuri opuse).

Problema 2

Fie ABCD un paralelogram. Daca AB = 6 cm si perimetrul paralelogramului este 48 cm, aflati
lungimea laturii BC.

Rezolvare:

Pigcp = 2:-AB+2-BC =48cm
2:6+2+-BC =48
12+ 2-BC =48
2-BC=48-12
2-BC = 36
BC =36:2=18cm.

Acum e randul tau Incearca sa rezolvi singur urmatoarea problema. Daca ai reusit, scrie-
ne raspunsul intr-un comentariu.

TEMA. Fie MATE un paralelogram. Dacd MA=3 cm si perimetrul paralelogramului este 15 cm,
aflati lungimea laturii AT.
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Dreptunghiul

Dreptunghiul este paralelogramul cu un unghi drept.

B

Proprietatile dreptunghiului :

are laturile opuse paralele doua céte doud (AB || CD, BC || AD);

are laturile opuse congruente doua cite doud (AB = CD, BC = AD);
are toate unghiurile congruente (cu masura egald cu 90 de grade);
diagonalele sunt congruente (AC = BD);

diagonalele se injumatatesc (AO = OC, BO = OD).

Cum aratam cd un patrulater este dreptunghi? Un patrulater este dreptunghi daca este indeplinita
una din urmétoarele conditii:

este paralelogram si are un unghi drept;
este paralelogram si are diagonalele congruente.

In concluzie, pentru a demonstra cd un patrulater este dreptunghi, ardtdm mai intéi ca este

paralelogram (vezi si lectia “Paralelogramul”) si apoi demonstrdm ca are un unghi drept sau
diagonalele congruente.

Perimetrul dreptunghiului

Daca notam latura AB=/ (latimea) si latura BC=L (lungimea), atunci perimetrul dreptunghiului
este:
P=211+2L.
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Aria dreptunghiului

Daca notam cu / latimea si cu L lungimea dreptunghiului, atunci formula de calcul pentru aria
dreptunghiului este:
A=IL.

Probleme rezolvate

Problema 1. Aflati perimetrul unui dreptunghi cu lungimea egala cu 18 cm si ldtimea egala cu

doud treimi din lungime.
Rezolvare:
L=18cm

1—2 L—2 ys/—62 6 =12cm
=3 L=g - -

P=2l+2L=2+12+2-18=24+36 =60 cm.

Problema 2. Fie ABCD un dreptunghi si notdm cu O intersectia diagonalelor. Stiind c& unghiul
BOC are masura egald cu 120°si ca BO=8 cm, aflati perimetrul triunghiului AOB.
Rezolvare.

A D

120°

B =

4A0B = 180° — £BOC = 180° — 120° = 60°
AO=AC/2 si BO=BD/2, dar pentru ca AC=BD, rezultda cd AO=BO, deci triunghiul AOB este
isoscel si are un wunghi de 60°. Prin urmare triunghiul AOB este echilateral.
AO=BO=AB=8 cm
Pros=AO+BO+AB=3-8=24 cm.

Acum e randul tau Incearca sa rezolvi singur urmétoarele probleme. Daca ai reusit, scrie-
ne si noud raspunsul intr-un comentariu.
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Tema

Problema 1. Aflati perimetrul unui dreptunghi cu lungimea de § cm si latimea egald cu 25% din
lungime.

Problema 2. Fie ABCD un dreptunghi. Daca perimetrul triunghiului ABC este de 24 cm, iar
diagonala AC=10 cm, aflati perimetrul dreptunghiului ABCD.
Problema 3.Fie ABCD un dreptunghi (AB>BC) si notam cu O intersectia diagonalelor.
Construim dreapta DP perpendiculard pe AC. Dacd masura unghiului BOC este de 60° si AP=2
cm, aflati lungimea diagonalei AC.

Rombul

Rombul este paralelogramul cu doud laturi consecutive congruente.
(In consecinta, toate laturile rombului sunt congruente).

D

B

Rombul

Proprietatile rombului

are laturile opuse paralele doua céte doud AB || CD, AD || BC;

are toate laturile congruente (egale): AB=BC=CD=DA =1.

unghiurile opuse sunt congruente si oricare doud unghiuri alaturate sunt suplementare;
diagonalele se injumatatesc: AO = OC, BO = OD;

diagonalele sunt perpendiculare;
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diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor.

Cum demonstram ca un patrulater este romb? Un patrulater este romb daca
este indeplinitd una din urmatoarele conditii:
este paralelogram (vezi si lectia “Paralelogramul”) si are doua laturi consecutive congruente;

este paralelogram cu diagonalele perpendiculare;
este paralelogram 1n care una din diagonale este si bisectoare.

Perimetrul rombului

Perimetrul unui romb este suma lungimilor laturilor. Dacd notam laturile cu / atunci
AB=BC=CD=DA=/ (toate laturile sunt egale), iar perimetrul rombului se calculeaza folosind
formula:

P=4l

Aria rombului

Aria rombului este semiprodusul diagonalelor. Dacd notdm cu d1 si d2 diagonalele, atunci aria
rombului este:

A=(d1-d2)/2.

O altd formula pentru aria unui romb este produsul dintre patratul unei laturi si sinusul unghiului
ascutit:

A =[] sinB

Se poate folosi si formula de calcul de la aria paralelogramului (rombul fiind un paralelogram)
si anume produsul dintre o latura si indltimea corespunzatoare ei.

A=I[h

Probleme rezolvate cu rombul

Problema 1

Aflati latura unui romb stiind ca perimetrul sau este 25 cm.
Rezolvare. P=4/=25 cm

[=25:4
[=6,25 cm.
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Problema 2

Fie ABCD un romb avand perimetrul de 60 cm si masura unghiului ADB egald cu 30°. Aflati
lungimea segmentului AO, unde O este punctul de intersectie al diagonalelor.

Rezolvare.

15 15

B

P=4/=60, de aici rezulta ca [=60:4=15 cm.

Deci AB=BC=CD=DA=15 cm.

Intr-un romb, diagonalele sunt si bisectoare.

Daca £ADB este de 30° si DB este bisectoare rezultd ca 4ADB = AADC/2. De aici obtinem
cé:

ZADC =2 -4ADB = 2 -30° = 60°.

Triunghiul ADC este isoscel (pentru ca AD=DC) si are un unghi de 60°. In consecinta
triunghiul ADC este echilateral st AD=DC=AC=15 cm.

Punctul O este mijlocul lui AC (pentru cd diagonalele se injumatétesc) si de aici obtinem ca
AO=AC/2=15/2=7,5 cm.
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Tema
Problema 1. Aflati latura unui romb cu perimetrul de 14 cm.

Problema 2. Fie rombul ABCD cu masura unghiului DAB egald cu 120°. Stiind ca diagonala
AC are lungimea egala cu 7 cm, aflati perimetrul rombului.

Patratul

Putem defini un patrat in doud moduri:
1. Patratul este dreptunghiul cu doua laturi consecutive congruente.
2. Patratul este rombul cu un unghi drept.

- D

B

Proprietatile patratului

are laturile opuse paralele doua céte doud AB || CD, AD || BC;
are toate laturile congruente: AB =BC =CD=DA;

are toate unghiurile congruente, avand masura egald cu 90°;
diagonalele sunt congruente;

diagonalele sunt perpendiculare;

diagonalele se injumatatesc: AO = OC, BO = OD;
diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor.

Cum demonstram ca un patrulater este patrat? Un patrulater este patrat daca este Indeplinita una
din urmatoarele conditii:

este paralelogram cu doua laturi consecutive congruente si un unghi drept (vezi si lectia
,Paralelogramul”);

este paralelogram cu diagonalele congruente si perpendiculare;

este dreptunghi cu doud laturi consecutive congruente.
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Perimetrul patratului

Daca notam latura patratului cu /, atunci perimetrul patratului se calculeazd dupa urmatoarea
formula:
P=4l

Aria patratului

Formula de calcul pentru aria unui patrat este:
A=L

Probleme rezolvate

Problema 1. Aflati lungimea laturii unui pétrat cu perimetrul de 22 cm.

Rezolvare. P = 4 = 22
/= 22:4
[=5,5cm.

Problema 2. Un dreptunghi are latimea egala cu 60% din latura unui pétrat al carui perimetru
este 120 cm. Stiind ca cele doua patrulatere au acelasi perimetru, aflati lungimea
dreptunghiului.

Rezolvare.

Notam cu /- latimea dreptunghiului, cu L— lungimea dreptunghiului si cu x— latura patratului.
P =4x =120

x=120:4

x=30;

[=60% din x

[=60/100 -30=18.

Parepunghi = 21 + 2L = P = 120

21+2L =120

218 +2L =120

36 +2L =120

2L =120-36

2L =284

L=284:2

L=42 cm.

Problema 3. Fie ABCD un pétrat, iar M un punct situat in interiorul acestuia astfel incat

triunghiul MBC este echilateral. Aflati masura unghiului AMD.
Rezolvare.
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8 C

Daca ABCD este patrat, atunci 4B=4C=90°.

Daca MBC e triunghi echilateral, atunci ZMBC=4MCB=4BMC=60°.
ZABM=2£DCM=90°-60°=30°

MB=MC=BC pentru ci triunghiul MBC este echilateral; dar BC=AB=DC pentru ca ABCD
este patrat; de aici rezultd ca AB=MB=MC=DC, deci triunghiurile ABM si DCM sunt isoscele.
Un triunghi isoscel are unghiurile aldturate bazei congruente, deci AMB=24MAB=(180°-
30°):2=75¢°

Analog ADMC=4MDC= (180°-30°):2=75°;

ZAMD=360°-(75°+60°+75°)=150°.

Acum e randul tau Incearca sa rezolvi singur urmétoarele probleme. Daca ai reusit, scrie-
ne si noud raspunsurile intr-un comentariu.

Tema.

Problema 1. Aflati latura unui péatrat cu  perimetrul de 34 cm
Problema 2. Un dreptunghi are latimea egalda cu doud treimi din latura unui pétrat al cérui
perimetru este 36 cm. Stiind ca cele doud patrulatere au acelasi perimetru, aflati lungimea
dreptunghiului.

Trapezul

Trapezul este patrulaterul convex care are doud laturi paralele si doua
neparalele.

Laturile paralele se numesc baze. in figura de mai jos, AB este baza mare, iar CD este baza micd.
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A B
ABCD trapez, AB||CD

Praprietate. In orice trapez, unghiurile alaturate laturilor neparalele sunt suplementare:

ZA + 4D =180
4B +4C = 180°.

Clasificarea trapezelor:

trapez oarecare— are laturile de lungimi diferite;
trapez dreptunghic— are una din laturile neparalele perpendiculard pe baze;
trapez isoscel— are laturile neparalele congruente.

D C Q P

|5

.

A B M /

Trapezul ABCD este isoscel, iar trapezul MNPQ este dreptunghic.

Definitie. Trapezul cu laturile neparalele congruente se numeste trapez
isoscel.

Proprietatile trapezului isoscel

Intr-un trapez isoscel, au loc urmétoarele proprietati:

unghiurile aldturate fiecarei baze sunt congruente: £A = 4B; 4D = 4C;
diagonalele sunt congruente: AC = BD.
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Cum demonstrdm ca un trapez este isoscel? Pentru a demonstra cd un patrulater este trapez
isoscel, ardtdim ca acesta are doud laturi paralele si cd este indeplinitd una din urmétoarele
conditii:

are laturile neparalele congruente;

unghiurile de la bazad sunt congruente;
are diagonalele congruente.

Linia mijlocie In trapez

Linia mijlocie a unui trapez este segmentul care uneste mijloacele laturilor
neparalele.

D p A

SN\,
/XN

A B
ABCD

MN este linie mijlocie in trapezul

In figura de mai sus, M este mijlocul laturii AD, iar N este mijlocul laturii BC. Asadar MN este
linia mijlocie a trapezului ABCD.

Notam baza mare a trapezului AB=B si baza mica CD=b. Atunci linia mijlocie se poate calcula
dupa formula:

\textcolor{blue} {I_m=\frac{B+b}{2}}.Im=2B+b.

Inaltimea unui trapez

Inaltimea unui trapez este distanta dintre cele doud baze (perpendiculara
dusa dintr-un punct al unei baze pe cealalta baza).

In figura de mai jos, DH este inaltimea trapezului ABCD.
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A H B

DH este inaltime in trapezul ABCD

Perimetrul trapezului

Perimetrul trapezului ABCD este suma lungimilor laturilor.

P = AB+BC+CD+DA.

Aria trapezului

Aria trapezului ABCD din figura de mai sus se calculeaza astfel:

A=2(AB+CD)-DH.

In general, daca notam baza mare a unui trapez cu B, baza mica cu b, iar inaltimea cu 4, atunci
formula de calcul pentru aria trapezului este:

A= (B+b)-h /2.
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NN 3 PR Triunghl echilate ral

Tﬂun;hi |
' Fv"
/1IN "
; A=
= I~ P= 31’
b bires slnu i
i s=— Paratelogram
oM = A=bh-h
Triunghl dreptunghic 7 A=a'b:sinu
A | P=2a+2b
‘i A
3 A_{T]'ﬂi Romb:
2 A_dl'd?
ey
— A=t_h
! g A= sinu
I A=1{? P =4
P=4l .= = ;
Trapez
y Dreptunghi _[B-I—b}-h
A=1L = -
i P=2l+2L A=l h

Probleme rezolvate — Formule pentru
arii si perimetre

Problema 1. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, avand lungimile catetelor de 6 cm, 8 cm si
ipotenuza de 10 cm. Aflati lungimea Tnéltimii corespunzétoare ipotenuzei.

Rezolvare:

Scriem aria triunghiului ABC in doud moduri si egalam valorile obtinute:

AB-AC 6-8
A AAABC= 2 — 2 =24C'm2
h-BC h-10
h AAABC= > = 2 =5h
B C S5h=24= h=24:5=48cm.

sau, putem aplica direct formula:

h=\frac{c_1\cdot c_2Hip}.Ar=ipci-ca.
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Problema 2. Aflati aria unui dreptunghi cu latimea de 4 cm si lungimea de trei ori mai mare
decat latimea.

Rezolvare:
=4 cm,
L=31=34=12 cm;

A=IL =412=48 cm?.

Problema 3. Aflati aria unui romb ABCD stiind c@ diagonala BD = 3 cm si diagonala AC are
lungimea de doud ori mai mare decat BD.

Rezolvare:

AC = 2BD = 23 = 6 cm.
A=(AC-BD):2=(3 " 6):2=9 cm?.

Problema 4. Aria unui trapez este egald cu 30 cm? Aflati suma bazelor trapezului, stiind ca
indltimea sa este de 4 cm.

Rezolvare:

A=[(B+b)-h]:2
[(B+b)-4]:2 =30 = 4(B+b)=30-2 = 4(B+b)=60 = B+h=60:4=15 cm.

Distanta dintre doua puncte in
plan

Distanta dintre doud puncte in plan se masoara cu ajutorul riglei, dar se poate determina si in
functie de coordonatele celor doud puncte. In aceastd lectie vom invata sd calculam distanta
dintre doua puncte si sd determinam coordonatele mijlocului unui segment.

Prin sistem de axe ortogonale intelegem un sistem format din doud axe perpendiculare, avand
aceeasi origine — punctul O si aceeasi unitate de masura. Un astfel de sistem se mai numeste
si reper cartezian si este folosit pentru a determina pozitia unui punct n plan, atunci cand se
cunosc coordonatele sale. Axa Ox se numeste axa absciselor, iar axa Oy se numeste axa
ordonatelor.

Daca A(xa,ya) si B(xs,ys) sunt doud puncte in plan, atunci distanta dintre ele se calculeaza
folosind formula:

AB=(xB-x4)+(vB—y4)?

Daca punctul M(xu,ym) este mijlocul segmentului AB, atunci coordonatele acestui punct se vor
calcula folosind formulele:

XM=2XA+XB,yM=2y4+yB
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o Cercul: constructie, elemente
Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Cercul

Definitiile elementelor unui cerc

e Un arc de cerc este o portiune dintr-un cerc delimitatd de doua puncte.

e Un disc este regiunea planului delimitatd de un cerc (aflata in interiorul acestuia).

e O raza este un segment de dreapta care conecteaza centrul unui cerc cu orice punct de
pe acesta. Lungimea acestuia se noteaza de obicei cu "r" sau "R".

e O coarda este un segment de dreaptd determinat de doud puncte de pe cerc.

o Un diametru este o coarda care trece prin centrul cercului. Diametrul este compus din
doua raze coliniare, lungimea sa fiind de 2R.

o O sdgeald este un segment trasat perpendicular pe o coarda, situat Tntre mijlocul corzii
si circumferinta cercului.

e Un sector de cerc este o parte a discului cuprins ntre doua raze.

o Un segment de cerc este o regiune a discului delimitatd de un arc de cerc si o coarda care
au extremitati comune.

e Un unghi la centru este un unghi format de doua raze ale cercului.

Unghi inscris in cerc

Un unghi cu varful pe cerc si care are ca laturi doud coarde ale cercului se
numeste unghi inscris in cerc.

In figura de mai jos, unghiul AMB este unghi inscris in cerc.

A

B

Unghiul AMB este inscris in cerc

Important: Masura unui unghi inscris in cerc este jumadtate din masura
arcului de cerc cuprins intre laturile sale.
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Unghiul AMB=arc AB /2
Consecinta.

Un unghi Inscris intr-un semicerc este unghi drept (pentru ca un semicerc are 180 de grade, iar
180°:2=900).

Proprietati referitoare la arce si
coarde in cerc

1. Intr-un cerc, doua coarde paralele determina doua arce congruente.

AB||CD=arcul AC= arcul BD

B
g D

C

2. Intr-un cerc, la arce congruente corespund coarde congruente.

Arcul AB= arcul CD—~=AB=CD.

A C

3. Intr-un cerc, la coarde congruente corespund arce congruente.
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AB=CD=arcul AB= arcul CD

4. (Proprietatea diametrului perpendicular pe o coardd). Un diametru
perpendicular pe o coarda va trece prin mijlocul acesteia si prin mijlocul
arcului determinat de coarda.

In figura de mai jos, MN este diametrul perpendicular pe coarda AB. Atunci el trece prin punctul
P, mijlocul coardei AB, iar punctul N va fi mijlocul arcului mic AB.

A

/\/

M B

Tangente dintr-un punct exterior la
un cerc

Tangenta la cerc este o dreaptd care intersecteazd cercul intr-un punct. Ea are o proprietate
importanta:

Tangenta la cerc este perpendiculara pe raza in punctul de tangenta.

In figura de mai jos, dreapta a este tangenta cercului, iar M este punctul de tangenta. Atunci:

OM \perp aOM La
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Teorema “ciocului de cioara®. Fie A un punct exterior unui cerc. Daca
AM si AP sunt tangentele duse din A, atunci segmente AM si AP sunt
congruente.

AM, AP \quad tangente \Rightarrow AM \equiv APAM,APtangente=>AM=AP

M

=

Lungimea cercului si aria cercului
(discului)

Lungimea unui cerc se calculeaza folosind formula:

L=2nr.
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unde 7 este raza cercului, iar © (pi) este un numar irational, avand o valoare aproximativ egala
cu 3,14. Constanta ©t este prin definitie, raportul dintre lungimea unui cerc si diametrul sau.

Aria cercului se calculeaza folosind formula:

=7,

Probleme rezolvate cu cercul

1. In figura de mai jos, arcul mic AB are masura egald cu 106 grade. Aflati masura unghiului
AMB.

A

M &

Rezolvare:
7~

<AMB A5 _ 1067 53°
2 2

2. Pe cercul de centru O si razad = 18 cm, se considerd punctele M si N astfel incat masura
unghiului MON este de 60 de grade. Aflati lungimea coardei MN.

Rezolvare:
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N

Daca OM=ON=,=18 cm, atunci triunghiul MON este isoscel. In acest triunghi, unghiul MON
are masura de 60 de grade, prin urmare triunghiul este echilateral si MN=OM=0N=18 cm.

3. Pe cercul de centru O si razd =12 cm, se considerd punctele A si B astfel incat masura
unghiului AOB sa fie egald cu 120 de grade. Fie MN un diametru perpendicular pe coarda AB
si fie P punctul de intersectie dintre diametrul MN si coarda AB. Aflati lungimea segmentelor
OP si AB.

Rezolvare:

Daca OA=0OB=r=12 = triunghiul AOB isoscel si OP este naltime, mediand si bisectoare.
<LAOP = «AO0B:2 = 120°:2 = 60° = «0AP = 30°.
In triunghiul dreptunghic AOP, cateta OP este opusa unghiului de 30 de grade, prin urmare ea

va fi jumatate din ipotenuza: OP=A0:2=12:2=6 cm.

Pentru a afla AP, aplicim teorema lui Pitagora in triunghiul AOP:
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OP2? + AP? = A0?
62 + AP? = 122
36 + AP? = 144
AP? =108
AP =108 = 6V3 cm
AB =2AP =2-6V3 =12V3 cm.
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o Corpuri geometrice: paralelipidedul, cubul, piramida, cilindrul, conul, sfera (recunoastere,
elemente componente, constructie); arie si volum: paralelipided, cub, piramida

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Cubul si paralelipipedul
dreptunghic

Paralelipipedul dreptunghic este o prisma patrulatera dreaptd cu toate fetele dreptunghiuri.

Cubul este prisma dreaptd cu toate fetele patrate.

Aria cubului si volumul cubului. Aria si volumul paralelipipedului
dreptunghic

Pamleiipipedu[ drﬁp{‘wﬁkic

A =Py-h=(2a+2b)-c
A = A+ 2Ap = 2(ab + ac + be)
V=Ap-h=a-b-c
B raryarer
P,=2a+2b
cﬁb=ﬁﬁ'

Formule pentru aria si volumul cubului si a paralelipipedului dreptunghic
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Probleme rezolvate

Problema 1

Aflati aria totala si volumul unui cub cu latura de 3 cm.

Rezolvare:

A= 6P =63=69 =54 cn?’
V=F=3=27cm.

Problema 2

Aflati aria totald si volumul unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de 3 cm, 6 cm s1 4
cm.

Rezolvare:

A, =2(36+34+64) = 2(18+12+24) = 108 cm?
V=364=72cm’.

Prisma regulata dreapta(nu se
cere)

Un poliedru este un corp marginit de suprafete plane. Fetele poliedrului sunt poligoane.

Prisma este un poliedru avand doud baze- poligoane egale, iar fetele laterale sunt paralelograme
st muchiile laterale sunt egale intre ele.

In figura de mai jos, avem un exemplu de prisma avand bazele dreptunghiurile ABCD si
A’B’C’D’. In functie de numarul de laturi ale poligonului de la baza, prismele se clasificd in
prisme triunghiulare, prisme patrulatere, prisme pentagonale, hexagonale, etc. In figura de mai
jos avem o prisma patrulatera.
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Prisma

O prismi dreapti este o prisma cu muchiile laterale perpendiculare pe planul bazei. In acest
caz, fetele laterale ale prismei sunt dreptunghiuri.

O prisma regulati este o prismd avand bazele poligoane regulate (ex: triunghi echilateral,
patrat, hexagon regulat).

inéltimea unei prisme este distanta dintre planele bazelor. In cazul prismei drepte, inaltimea
este egald cu muchiile laterale.

In continuare vom discuta despre prisme regulate drepte. O sa vedem care sunt formulele pentru
aria si volumul prismei triunghiulare, aria si volumul prismei patrulatere si a prismei hexagonale.

Aria laterala, aria totala si volumul
prismei regulate

A[ - th
At = A[ + 2Ab
V - Abh

unde: A, — aria laterald, P, — perimetrul bazei, h — inaltimea primei, A, — aria totald, A, — aria
bazei, V — volumul.
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D’ c 2

[ ] / : D'
A / : B A B ('
....... ""'0-..,.7-C A ot e, D
B A B B C
Prisma triunghiulara Prisma patrulatera Prisma hexagonala

Prisma triunghiulara, prisma patrulatera, prisma hexagonala

Formulele de mai sus sunt valabile pentru orice tip de prisma, iar perimetrul bazei si aria bazei
se calculeaza in functie de poligonul de la baza.

Prisma triunghiulara regulati are baza triunghi echilateral. Formulele pentru perimetrul bazei
si aria bazei sunt:

123
P, = 3l; A, = ;/_.

Perimetru si arie triunghi echilateral

Prisma patrulaterad regulata are baza patrat. Formulele pentru perimetrul bazei si aria bazei
sunt:

Pb=4l' c/lbzlz.

Perimetru si arie patrat

Prisma hexagonali regulati are baza hexagon. Formulele pentru perimetrul bazei si aria bazei
sunt:

312y/3

Pb=6l,cﬂb= 2

Perimetru si arie hexagon
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Probleme rezolvate cu prisma
regulata dreapta-nu se cere

Problema 1

O prisma triunghiulara regulatd dreapta are latura bazei de 6 cm si diagonala unei fete laterale
de 12 cm. Aflati aria laterala, aria totald si volumul prismei.

Rezolvare:

A o

ANL—5 ¢

B

Prisma triunghiulara regulata

Vom afla mai intai inaltimea prismei ~=C’C=B’B. Fetele laterale ale unei prisme drepte sunt
dreptunghiuri, prin urmare unghiul B’BC este drept si putem aplica teorema lui Pitagora in
triunghiul B’BC:

B’B*BC? = B’C?
B'B+6? = 127

B’B?=144-36 =108

B'B=h =108 = 63.

Baza prismei este triunghi echilateral, iar perimetrul bazei va fi Py=3/=18 cm. Aria laterald a
prismei este perimetrul bazei ori indltimea si vom obtine:

A, =P, h=18-6V3 = 108V3 cm?

In continuare vom calcula aria bazei (aria triunghiului echilateral):
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V3 6%V3  36V3
b7 4 T 4 4

Aria totald a unei prisme este aria laterala plus ariile celor doua baze:

= 93 cm?

Ap = Al + 24, = 108V3 + 2 - 9V3 = 126V3 cm?

Volumul prismei este produsul dintre aria bazei si inaltime:

V=A4,-h=9V3-6V3=162cm?3.

Problema 2

O piscind are forma unei prisme patrulatere regulate cu latura bazei de 16 m si inaltimea de 2,5
m. Baza piscinei si peretii laterali se acopera cu placi de mozaic. Aflati aria suprafetei ce trebuie
acoperita cu mozaic $i cati litri de apa intra In piscind, stiind ca se toarna apd pana la inaltimea
de 2 m.

Rezolvare:
D' L
Al _—: B
hapa =2m D C

A 16 B

Prisma patrulatera regulata

Baza piscinei este un patrat cu latura de 16 m si vom afla mai intdi perimetrul bazei: Py=4-16=64
m.

Sa afldm acum aria laterald a prismei $i aria bazei:

A =P, -h=064-25=160m?

A, = 12 = 162= 256 m?

Aria suprafetei acoperitd cu mozaic este aria laterala Tmpreund cu aria bazei. Afentie! Nu vom
aduna doud baze, ca si in formula de mai sus, ci doar una, deoarece piscina nu este acoperita.
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Amozaic = Al + Ap = 160 + 256 = 416 m?

Volumul apei se calculeazd inmultind aria bazei cu indltimea la care se ridica apa (A=2m):

V=A4,-h=256-2=512m3 =
= 512000 dm3® = 512000 litri.

Piramida regulata

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Un poligon regulat este un poligon cu toate laturile si toate unghiurile congruente (de
exemplu patratul sau triunghiul echilateral).

Piramida regulati este o piramidd cu baza poligon regulat si care are
muchiile laterale congruente. In consecinta, fetele laterale ale unei piramide
regulate sunt triunghiuri isoscele.

Piramida patrulatera regulati este piramida cu baza patrat si muchiile laterale congruente
(fetele laterale sunt triunghiuri isoscele).

Piramida triunghiulara regulata este piramida cu baza triunghi echilateral si muchiile laterale
congruente (fetele laterale sunt triunghiuri isoscele).

Tetraedrul regulat este o piramidd triunghiulard regulatd avand muchia laterala egalda cu
muchia bazei. Asadar, un tetraedru regulat are toate muchiile egale si toate fetele sunt triunghiuri
echilaterale.

Apotema piramidei (notam a,) este indltimea unei fete laterale.

Inaltimea piramidei (o notam cu k) este distanta de la varful piramidei la
planul bazei.

Aria si volumul piramidei patrulatere
regulate. Aria si volumul piramidei
triunghiulare regulate

Aria laterala a unei piramide este suma ariilor fetelor laterale. Aria totald a piramidei este egala
cu aria laterald la care se aduna aria bazei. Volumul unei piramide este o treime din produsul
dintre aria bazei si inaltimea piramidei. latd formulele pentru aria si volumul unei piramide
regulate:
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Piramida patrulatera regulat3 Firamida [nung:‘:lulam regulata

2
A L= 2 A = ﬂ
bazei i bozel = 4
Poaget = 4 _
HRET Prizei= 3l
Pentru orice piramida regulata au loc formulele:
P e il | i-h
— hazel™*p : — : — “Thazei ‘
Alar = 2 Aot = ArattApazei = 2 |

Aria laterala, aria totald si volumul piramidei

Probleme rezolvate cu Piramida
regulata Aria si volumul piramidei

Problema 1

Fie SABCD o piramida patrulaterd regulatd cu baza ABCD. Daca latura bazei are lungimea egala
cu 6 cm si muchia laterald este de 9 cm, aflati aria totald si volumul piramidei.

Rezolvare:

Fie SM apotema piramidei, SMLBC. Triunghiul SBC este isoscel, prin urmare SM va fi si
mediand, deci M este mijlocul laturii BC.
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AB=BC=6=BM=MC=3cm

ASMC dreptunghic in M. Aplicam T. P

SM? + MC? =SC*? = SM? +32 =92 = SM? +9=81= SM? =72
= SM =a, =V72=6vV2cm

P,=6-4=24cm
P,-a, 24-6V2
A,="2"= > = 72v2 em?.

A=A+ A, =72V2 + 6% = 36(1 + 2v2) cm?.

ASOM dreptunghicin O; OM = % = 3 cm. Aplicam T. P:

S0%? + OM? =SM?2 = 502 +32=72=S502=63=S0=h=3V7cm
Ap-h _36-3V7
—=

V= = 367 cm3.
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Cilindrul si sfera

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Cilindrul circular drept

O dreapta care se roteste in spatiu pastrandu-si directia si care se sprijind pe un cerc, descrie
o suprcfata cilindrica circulara. Cilindrul circular este un corp marginit de o suprafatd
cilindrici si de doud plane paralele. Dreapta care genereaza suprafata cilindrica se
numeste generatoare. Cele doua sectiuni determinate de planele paralele cu suprafata cilindrica
se numesc bazele cilindrului. Distanta dintre planele bazelor se numeste indltimea
cilindrului. Daca unghiul format de generatoare cu bazele este unghi drept, atunci se formeaza
un cilindru circular drept.

Conductele de apa sau petrol, cisternele, cazanele de presiune- toate acestea au forma cilindrica.

Forme cilindrice

=

- -‘\ﬁ

Py ol

"“:f'q £ o e
Foto credit: Pixabay

. .

Forme cilindrice
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In continuare o sa vedem care sunt elementele cilindrului circular drept si formulele pentru aria
cilindrului si volumul cilindrului. Articolul se continud mai jos cu ¢fera.

Elementele cilindrului circular drept

Cilindrul circular drept

Aria laterala, aria totala si volumul
cilindrului

A[ = 27IRG
A=A+ 2A,=21RG + 27R? = 2aR(G+R)
V =nR?}

e  Bazele— sunt doud cercuri congruente, cu razd R, situate in plane paralele;

o Generatoarea cilindrului (G)- dreapta care genereaza suprafata laterald a cilindrului;

e Indltimea cilindrului (h)- distanta dintre baze. In cazul cilindrului circular drept, inaltimea este
egala cu generatoarea h=G.

Daca notam cu R razele cercurilor de la baze, atunci suprafata laterald a unui cilindru circular
drept se desfdsoard dupd un dreprunghi avand latimea egald cu generatoarea /=G si lungimea
egala cu lungimea cercului, adicd L=2nR.

Dreapta care unegte centrele bazelor unui cilindru este axi de simetrie a cilindrului, iar un plan
care contine axa de simetrie se numeste plan de simetrie al cilindrului. Sectiunea unui cilindru
cu un plan de simetrie se numeste sectiune axiala. In figura de mai jos, dreapta OO’ este axi de
simetrie, iar dreptunghiul ABB’A’ este sectiunea axiald a cilindrului.
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ABB’A’ este sectiunea axiald a cilindrului

Probleme rezolvate cu cilindru

Problema 1

Aflati aria laterald, aria totald si volumul unui cilindru circular drept cu raza de 5 cm si inaltimea
de 8 cm.

Rezolvare:

R=5cm, A=G=8cm

A= 27RG = 2158 = 80n cm?
A=A+ 2A,=2nR(G+R) = 27-5(5+8) = 130n cm?

V =nR% = n-25-8= 200n cm’.

Sfera

Sfera de centru O si razd R este multimea punctelor din spatiu situate la distanta R fatd de
punctul O.
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Sfera

Aria si volumul sferei

Iatd formulele de calcul pentru aria si volumul unei sfere:

A = 4nR?

4AmR3
3

Aria sferei s1 volumul sferet

Conul si trunchiul de con
circular drept

1.Conul circular drept

O dreapta numitd generatoare, care trece printr-un punct fix V si se sprijina pe un cerc descrie
o suprafatd conicd circulard. Conul circular este un corp marginit de o suprafata conica
circulara si de un plan care nu trece prin punctul V. Suprafata conicad determina pe acest

plan baza conului, iar punctul V se numeste vdr ful conului. Daca perpendiculara din V pe
planul bazei trece prin centrul acesteia, atunci conul circular este drept.
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Conul circular drept
Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Vv

A B

Elementele conului circular drept

Baza conului: cercul de centru O si razd R;
Generatoarea: G = VA =VB;
Indltimea conului: distanta de la V la planul bazei: h=VO;

Avénd in vedere ca triunghiul VOB este dreptunghic, are loc urmatoarea relatie Intre raza,
indltime si generatoare:

h2+R2:G2

Sectionand conul cu un plan care contine dreapta VO se obtine sectiunea axiala a conului. Prin
urmare, sectiunea axiala a conului este triunghiul isoscel VAB.

Suprafata laterala a conului se desfasoard in plan dupa un sector circular a cérui raza este VA,
adica generatoarea conului.
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L=2nR -

Desfasurarea suprafetei laterale a
conului

Aria laterald, aria totald s1 volumul conului
circular drept

A= nRG
A=A+ Ay = RG + R = tR(G+R)
V = R%/3

Daca notam cu u mésura unghiului la centru corespunzator sectorului de cerc si egaland aria
sectorului cu aria laterald a conului, obtinem urmatoarea relatie:

w® = 360" R/

Probleme rezolvate cu conul circular drept
Problema 1

Un con circular drept are perimetrul sectiunii axiale de 36 cm, iar raza cercului de la baza este
de 5 cm. Aflati:

a) Aria latelara, aria totald a conului.
b) Volumul conului.

Rezolvare:
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A B

a) Sectiunea axiald este triunghiul isoscel VAB avand perimetrul P =36 cm.

Stim cd R = OB =5 cm, prin urmare AB=A0+0B=5+5=10cm.
P=VA+VB+AB=2VB+AB=2G+10=36 cm

2G+10=36

2G=36-10=26

G=26:2= 13 em.

A;=7nRG =n-5-13 = 651 cm?

A, =nR(G+R) =n-5-(13+5) = 90n cm?

b) Pentru a calcula volumul conului, trebuie mai intai sa aflam inaltimea h. Pentru aceasta vom
aplica teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic VOB:

VO?+ OB?*= VB?

h?+R*=(G?

h?+52=132

h?=169 —25 =144 si obtinem ca h =12 cm.

V =nR?*/3 =n-25-12/3 = 100% cm’.
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2. Trunchiul de con circular drept-nu
Se cere Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

Trunchiul de con circular drept este corpul obtinut prin sectionarea unui con circular drept cu
un plan paralel cu baza si indepértarea conului de sus.

B

Trunchiul de con circular drept

Elementele trunchiului de con circular drept

Baza mare: cercul de centru O sirazd R;

Baza mica: cercul de centru O’ si razd r;
Generatoarea: G = AA’ = BB’;

Inaltimea: distanta dintre cele doud baze: h=0’0.

Sectiunea axiala a trunchiului de con circular drept este trapezul isoscel ABB’A’.

Aria laterala, aria totald s1 volumul trunchiului
de con circular drept

A;=7nG(R + 1)
A=A+ As+ A, =nG(R + 1) + R? +7r?
V =nh(R*+ 1 + Rr)/3.
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7. Metode aritmetice de rezolvare a problemelor

Prof Dr Bogdan C tin , Cepoi Delia

1. METODICA PREDARII UNITATII DE INVATARE
,METODE ARITMETICE DE REZOLVARE A PROBLEMELOR”

Calea aritmeticd de rezolvare a unei probleme spre deosebire de cale algebricd are
bogate valente formative In procesul de invatamant .Predarea metodelor aritmetice de rezolvare
a problemelor se face atat din punct de vedere teoretic , cat si practic ( prin probleme rezolvate ).
Astfel pentru fiecare metoda se vor prezenta probleme rezolvate, dar si probleme propuse spre
rezolvare, toate insotite de indicatii sau raspunsuri. Vor fi alese numai probleme strans legate de
puterea de Intelegere a unui elev de clasa a V-a, de experienta de viata a elevului, de nivelul sdu
intelectual si mai ales de gradul siu de pregitire .In permanenti profesorul va dirija gindirea
elevului spre depistarea acelor date din enuntul problemei care fac ca aceasta si se incadreze
intr-o anumiti categorie de probleme ce se rezolva dupi procedee deja cunoscute de elev.

Pentru parcurgerea unitatii de invatare ,, Metode aritmetice de rezolvare a problemelor
“se pot aloca 12 ore, unitatea Incheindu-se desigur cu recapitulare si evaluare.

Competente specifice vizate:

CI. Identificarea unei metode aritmetice adecvate pentru rezolvarea unei probleme date;

C2. Reprezentareca datelor dintr-o problemd, in vederea aplicdrii unei metode aritmetice
adecvate;

C3.Aplicarea metodelor aritmetice pentru rezolvarea unor probleme cu numere naturale;
C4.Stabilirea valorii de adevar a unui enun{ matematic cu numere naturale, folosind metode
aritmetice;

C5.Modelarea unor probleme practice utilizand metode aritmetice;

C6.Formularea unor probleme pe baza unor scheme sau reguli date si rezolvarea acestora prin
metode aritmetice.

Deoarece aceastd metoda este foarte accesibild elevilor vom rezolva cu ajutorul lor, in
munca pe grupe doud probleme.
Problema 1. 12 kg de mere costd 48 lei . Cat costd 7 kg de mere de aceeasi calitate?

Solutie. M2 5 555 comtns 0.5 5 0MUEERDE 4 525 o+ o+« o s o 48 lei
W s 55 5 5 & s & 55 5 ¢ samvomins 5 2 & nammmEma 5 43 53 2 8 48:12 =4 lei
BICE 5 c5 0 vostomamn 5 21 5 5 wrommonny 5. 55 55 srmzoram 59 233 5 7-4=28 lei
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Problema 2.12 muncitori termind o lucrare in 15 zile . In cate zile ar fi terminat aceeasi lucrare
18 muncitori, daca ar fi lucrat in aceeasi ritm ca cei 12 ?

Solutie.
12 MUNCItOrs ..ovvvviviiei i I5zile oo, 1 lucrare
I muncitor .........coovvviininennn.. 12-15zile. .o 1 lucrare
I MunNcitor .......o.ovvvvivviininiinnnn. 180zile...........coovvvvevviinnvinn.. 1 lucrare
18 MUNCItOrT ..oovvvvvvneieeineeeenn, 180:18=10 zile.....cc...ovvvvvviiinnnnn.. 1 lucrare

Dupai lucrul pe grupe se va lucra la tabld sub indrumarea profesorului care va comenta modul
de aplicare a metodei.

Elevii sunt condusi sa observe (s descopere) ca in prima problemd apar marimi care depind
unele de altele astfel: daca valorile uneia cresc de un anumit numar de ori si valorile celeilalte
cresc de acelasi numar de ori §i aceastd ,,dependentd” ne-a permis si aflim cat costd 1 kg de
mere, adicd sa aplicdm metoda reducerii la unitate.

Desigur prima problema este mai apropiatd de nivelul de intelegere al elevilor.

Se va insista mai mult la ,,dependenta” dintre marimile de la a doua problemd (care este mai
greu de perceput): aici dacd valorile uneia cresc de un anumit numar de ori, valorile celeilalte
scad de acelasi numir de ori si pentru reducerea la unitate (1 muncitor) trebuie si facem o
operatie de Inmultire ( §i nu de impartire ) ca la prima problema.

In concluzie daci intr-o problemi existd una dintre cele doud tipuri de dependente
( prezentate in rezolvarea problemelor anterioare ) aceasta poate fi rezolvatd prin meftoda
reducerii la unitate.

In continuare se va prcpune elevilor :
¢ Compunerea i rezolvarea unei probleme asemanétoare problemei 1.
¢ Rezolvarea Problemei 3. Intr-un depozit de fructe si legume, 6 lucritori ambaleaza
merele In pungi. Ei termind de ambalat toate merele in 4 ore. Daci ar lucra 8 lucratori in acelasi
ritm cu cei 6, in cate ore ar termina de ambalat aceeasi cantitate de mere?

Se va realiza o muncd independentd dupa care se vor discuta rezultatele .Se va puncta faptul
cd la prima cerintd se poate porni de la o situatie practicd, cum ar fi de exemplu cd 1 kg de
struguri costa 8 lei. La a doua cerintd esential este faptul cd marimile sunt:numarul de lucratori
si numérul de ore lucrate §i ca atunci cand numarul de lucritori creste numarul de ore scade,
astfel incat daca 6 lucratori au nevoie de 4 ore ca sd ambaleze toate merele , atunci un singur
lucrator are nevoie s lucreze de 4 ori mai mult , adica 4-6=24ore ( astfel se realizeaza
reducerea la unitate).

Tema pentru acasa
1) Marind un numar de 7 ori se obtine 294. Cat se obtine dacda marim acelasi numar de 3 ori?

Raspuns:126
2) 5 m de stofa costd 60 lei . Cati metri de stofi pot fi cumparati cu 132 de lei.
Raspuns:11m
3) Apa curgand din 5 robinete umple un bazin in 18 ore . In cat timp ar putea umple bazinul
apa care curge din 3 robinete identice cu primele.
Raspuns:30 ore
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2. METODA COMPARATIEI

Metoda se aplica , in general, la doud tipuri de probleme :
Tipul 1: Apar 3 marimi , fiecare dintre ele cu cate doua valori numerice date .
Tipul 2: Apar 3 mérimi cu céte o valoare numericad pentru fiecare si o relatie intre doud dintre
ele.
Problema 1. Daci 6 caiete si 4 pixuri costd 16 lei, iar 3 caiete si 4 pixuri costa 10 lei, calculati
suma de bani necesara pentru a calcula 5 caiete §i 3 pixuri.
Solutie.
o1 11 - 2 PRI s 5 & 55 53 o nacmmms 5.4 5 5 8 sessn 5 4 16 lei
By <11 TP ————— s PO Tirsswnonn 5 25 ¢ 4 6 namervens 65 1 & s.momRens o 10 lei.
Compardnd constatim ca diferenta dintre sumele de bani se datoreazd diferentei dintre
numerele de caiete. Deci 3 caiete costa 6 lei. Cu metoda reducerii la unitate obtinem ca 1 caiet
costa 2 lei si deci 6 caiete costd 12 lei. Deci cele 4 pixuri costd 16 lei — 12 lei = 4lei, iar un pix
costi 1 leu. In concluzie 5 caiete si 3 pixuri costda 5-2 lei+ 3+ 1 leu =13 lei.
Problema 2. Aflati cit costd un caiet si cit costd un pix, stiind ci 3 caiete §i 7 pixuri costa 41
lei, iar 5 caiete si 2 pixuri costd 20 lei.

Solutie.
B GANEHE 5 14 conmmms o 525 sasmemmns 15555 VAT 11111 P T— 41 lei/ -5
5 EANEHS ¢5 14 conmmms s 525 sesmemns 155052 2 PR s ¢ 55 5 mrsvmoresn 5 15 5 mesvams 20 lei/-3.
Obtinem
NS BHICES, » 5 sossomre o2 032 s omeemosssn s 1559 08 D TONRMEL s« 5 .o 12 25 5 5 s 121 205 lei
NS BEICE, » 5 uoasmones 5.2 252 5 s 545 53 6 TORIEL: » ¢ somens s s 25 s smmams s 555 5 60 lei
de unde

B/ 35515 11 PP —— 145 lei
Am inmultit cu 5, respectiv 3, dupa care analizand §i compardnd am obtinut ci 29 pixuri costa
145 lei. Cu metoda reducerii la unitate obtinem ca 1 pix costd 5 lei , 2 pixuri costd 10 lei , 5
caiete costd 10 lei si un caiet costa 2 lei.

Dupi dirijarea invdtdrii realizatd de profesor prin rezolvarea celor 2 probleme se constati ca
aceste sunt de #tipul 1. Metoda constd in a compara primul sir de valori numerice , cu cel de al
doilea sir , dupa ce eventual am prelucrat aceste siruri,dupd care se trece la eliminarea unei
necunoscute prin scadere.

Problema 3. 20 de giini si 7 rate au consumat 34 kg de graunte. Stiind ci o ratd consumai cat
doud giini , s se afle cate kg de graunte a consumat o géina i cate o rata.

Solutie. Problema este de fipul 2 deoarece avem un singur sir de valori si o relatie pentru
primele doua valori:

I BT asoorese 512 252 5 mosvsmmn 5 5.45 53 w2 7 T & auwarens o5 25 52 8 wsesmm 18 25 3 § EEHOEVSH 3 4 34 kg graunte

I ratd — 2 géini .
Ideea rezolvarii consta in eliminarea uneia dintre mdrimi (,, ratele”) prin inlocuirea ei
(cu,, gaini”).
Obtinem sirul
/N 1| R —— et FRIEN, s 5 5 2 5 s 03 2 o 1 1 55 » e 34 kg graunte
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adica 20 +14=34 giini consuma 34 kg de graunte. Deci o giina consumi 1 kg de griunte iar o
ratd 2 kg de graunte.

Pentru intensificarea retentiei se cere elevilor rezolvarea , individual sau pe grupe a doui
probleme asemanatoare §i compunerea ( cu rezolvare ) a unei probleme de fipul 1.

Tema pentru acasa
1) Aflati cat costd 1 kg de mere si cat costd 1 kg de portocale dacd 5 kg de mere si 8 kg de
portocale costd 47 de lei, iar 10 kg de mere si 6 kg de portocale costa 54 lei.
Indicatie. Sirul 5kg mere.......... 8 kg portocale ........... 47 lei se inmulteste cu 2 pentru a
putea realiza compararea.
2)La o ferma, la 75 de vaci si 50 de cai se dau zilnic 1500 kg de fan , iar la 50 de cai si 55 de
vaci se dau 1300 kg de fan. Ce cantitate de fan mananca pe zi un cal ?Dar o vaca ?
( se presupune ca ratiile de fan pentru fiecare animal sunt egale ).
Raspuns: 15 kg 5110 kg
3)S-au cumparat 30 kg de cartofi si 40 kg de varza si s-a plitit in total 100 lei. 1 kg de cartofi
este de doud ori mai scump decat 1 kg de varza. Cat costd 1 kg din fiecare dintre legume ?
Raspuns: 2 lei sil leu
4)Compuneti o problema de tipul celei precedente si rezolvati-o cu metoda comparatiei
( elimindnd o necunoscutd prin inlocuirea ei ) . Puteti folosi schema :
(27 111 IORRP— [ i 162 ) - S ——— 78 lei
1 caiet. — 2 creioane

3. METODA FIGURATIVA
Aceastd metoda constd in reprezentarea prin desen a marimilor necunoscute §i fixarea in desen
a relatiilor dintre ele si marimile cunoscute . Se realizeaza o schema a problemei printr-o figura
care pastreaza in atentic numai relatiile matematice si nu toate aspectele concrete.
Ilustram folosirea metodei figurative( grcfice) prin rezolvarea unor probleme.

Problema 1.(Tipul 1:Aflarea a 2 numere cdnd se dau suma si diferenta lor) O franghie lunga
de 86 m a fost tdiatd in doud parti, asfel incat una dintre ele sd aibd cu 24 m mai mult decat
cealalta. Cati metri are fiecare parte ?

Solutie. Figurdm partea mai scurtd notatd p printr-un segment:

P
P 24 86

Obtinem 2 p = 86-24 (2 p fnsemnand de 2 ori partea mai scurtd), adicd 2p = 62, de unde
p=31.Deci partea mai scurta di franghie are 31 m, iar partea mai lunga are 31424 = 55 m.
Ver.ficare 31 m+ 55 m =86 m.

Problema 2.(Tipul 2:Aflarea a 2 numere cdnd se dau suma si raportul lor ) Doi muncitori au
primit pentru o lucrare 840 lei. Unul dintre ei a lucrat de 4 ori mai mult decat a lucrat celalalt.
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Este corect dacd considerim cd unuia i se cuvine 480 lei si celuilalt 360 lei ? Justificati
raspunsul!.Daca raspunsul este negativ, stabiliti cat se cuvine fiecdruia dintre ei ?

Solutie. Cu toate cd 480 lei +360 lei = 840 lei, raspunsul sugerat de enunt nu este corect
deoarece 480 nu este de 4 ori mai mare decat 360. Pentru a gési raspunsul corect folosim metoda
figurativd, figurind printr-un segment suma pe care a primit-o muncitorul care a lucrat mai

putin:
p

p p P P }840

Deci 1p + 4p = 840, de unde p = 840:5=168.
In concluzie muncitorii trebuie sa primeasca 168 lei si 840 — 168 = 672 lei.

Ver.ficare: 168-4 =672 lei.

Comentariu. Este util ca, la finalul rezolvarii; sd verificAm daca solutia gasitd este corecta
prin efectuarea unei probe: rezultatele obtinute trebuie sa verifice conditiile din problema.

Problema 3.(Tipul 3:4flarea a 2 numere cdnd se dau d.ferenta si raportul lor) O gospodind a
facut dulceatd de prune si de gutui. Cantitatea de dulceatd de prune este cu 9 kg mai mare decat
cea de gutui, iar cantitatea de dulceatd de gutui este de 4 ori mai mica decat cealaltd. Cate kg de
dulceati a facut din fiecare fel.

Solutie. Intuim urméatoarea schema de rezolvare

unde segmentul mic ( o parte) reprezinti cantitatea de dulceatd de gutui, iar 3p = 9 este diferenta
dintre cantitatea de dulceatd de prune si cea de gutui. Obtinem cd p = 3 si deci cantitatea de
dulceata de gutui este de 3 kg , iar cea de dulceatd de prune este de 12 kg.

Ne vom opri la cele 3 tipuri de probleme exemplificate, acestea fiind mai aproape de puterea
de infelegere a unui elev de clasa a V-a . Totusi este bine si le atragem atentia elevilor ca metoda
figurativa este cel mai des folositd in rezolvarea de probleme prin metode aritmetice, ea putandu-
se aplica la orice categoric de probleme la care este posibild reprezentarea marimilor din
problema si a relatiilor dintre acestea prin diferite elemente grafice: desene sau scheme. Putem
folosi, pe langd segmente de dreaptd, dreptunghiuri, triunghiuri, cerculete, litere etc.

Pentru asigurarea retentiei vom imparti clasa in 3 grupe si fiecare grupa va primi céte o
problema din cele 3 tipuri ( tipuri diferite la grupe diferite). Se vor da indicatii sau raspunsuri §i
dupa timpul acordat rezolvirii, liderul fiecarei grupe va rezolva problema la tabla, iar profesorul
va face comentarii utile.

Pentru ca elevii s nu riména cu impresia cad metoda figurativa se aplicd numai la cele 3 tipuri
de probleme si numai utilizdnd segmente se va rezolva cu ajutorul lor, folosind descoperirea,
urmatoarea:

Problema 4. Intr-o curte sunt giini si iepuri, in total 35 de capete si 100 de picioare. Cate gaini
si cati iepuri sunt in curte ?

Solutie. Figurdm cele 35 de animale prin niste dreptunghiuri;
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\\

100......00

35
Punem la fiecare animal cate 2 picioare;

e o —— e ——— . r—— e - - — —— . ———

Observim ci s-au ,,_consu_nieif’; in acest fel 35-2 = 70 de picioare, raimanand 100- 70 = 30
picioare. Cele 30 de picioare le addugdm cate 2 la un numar de animale:

— - p— RS —

Am adéuéat‘incé 2 pic_i(')are la un numir de 30:2 = 15 animale. Asadar, sunt 15 animale cu cate 4
picioare si restul de 20 cu cate 2 picioare. Deci sunt 15 iepuri si 20 de giini.
Verificare: 15+20=35 si 15-4+20-2=100 picioare.

Tema pentru acasd.

1). O panglica de 50 m a fost taiatd in doud parti, astfel Incat una din ele si fie cu 16 m mai
mare decat cealaltd.Cati metri are fiecare parte?

2). Folosind schema :

P

P P P P P } 24
Wil AT

compuneti o problema de aflare a doud numere cand se dau suma si raportul lor si rezolvati-o (
folosind schema ) prin metoda figurativd.

3).Un metru de stofd costd cu 36 lei mai mult decat un metru de tergal si este de 3 ori mai
scump.Cat costd un metru de stofa i cat costd un metru de tergal.

Indicatie. Folositi schema

WI3EE JzsIua

4). Intr-o curte sunt miei si rate, in total 50 de picioare si 16 capete. Cate rate si cati miei sunt
in curte.
Indicatie Marcam prin dreptunghiuri cele 16 animale dupa care le distribuim picioarele.

J00......00

~

16
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4. METODA MERSULUI INVERS

Aceastid metoda se aplicd daci o problema cere aflarea unui numér asupra ciruia se realizeaza
succesiv mai multe operatii.

Tipul 1. Dacad problema este mai simpld se noteazd cu x numdrul necunoscut si se scriu
operatiile din enunt. Apoi se foloseste mersul invers, faicand succesiv proba operatiilor scrise din
citirea enuntului.

Tipul 2. Daca problema este mai complicatd, pentru a realiza mersul invers ne folosim de
metoda figurativa .

Are loc diri jarea invdtdrii prin rezolvarea la tabld a urmatoarelor probleme:

Problemal(Tipul 1). Am ales un numér ; l-am inmultit cu 5, la rezultat am adaugat 41, suma
obtinutd am impartit-o la 7 si din cat am scazut 61, obtindnd 312. Ce numér am ales ?

Solutie. Notand cu x numarul cdutat, enuntul se poate scrie prescurtat astfel:

(x-5+41):7-61=312.

Pentru aflarea lui x avem succesiv:
(x-5+41):7=312+61;(x-5+41):7=373;
x-5+41=373-7;x-54+41=2611;x-5=2611-41;
x-5=2570;x=2570:5;x=514.

Deci numarul ales a fost 514.

Problema 2 (Tipul 2). Un elev merge intr-o excursie. Are la el, pentru cheltuieli, o suma de
bani. Pentru masa de prinz foloseste o treime din sumi, pentru biletul de intrare la muzeu
chetuieste un sfert din banii rimasi, iar ca si-si cumpere o amintire inci un sfert din noul rest. Se
intoarce acasa cu 45 de lei .Cu ce sumé de bani a plecat elevul in excursie ?

Solutie.Pentru a folosi metoda mersului invers, realizim mai intai un desen ajutétor.

Urmarind schita observim ca tot segmentul de pe ultima pozitie reprezinta 45:3 -4 = 60 lei.
Atunci segmentul al doilea reprezinta 60:3 -4 = 80 lei. In final, primul segment reprezinta 80:2-3
=120 lei si deci elevul a plecat in excursie cu 120 lei.

Verificare:120:3 =40lei pentru masa, riman 80 lei; 80:4=20 lei pentru muzeu; raman
80—20=60 lei; 60:4 =15 lei pentru amintire; raman 60-15=45 lei.

Pentru intensificarea retentiei se poate cere elevilor si rezolve independent problemele
urmatoare:
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Problema 3. Am ales un numir, din el am scazut 2, rezultatul l-am impértit la 5, la catul
obtinut am adunat 4 si apoi suma am impartit-o la 3, obtinidnd 15.Fac afirmatia cd numarul ales
este numar par. Este adevarata afirmatia ?Justificati raspunsul?

Apoi in munca pe grupe se poate propune elevilor si rezolve urmatoarea problemd distractivi:

Problema 4. O gospodind merge la piatd sd vanda oud. Primul cumparitor cumpard jumatate
din numarul de oud si incd o jumatate de ou. Al doilea cumpard jumadtate din numarul de oua
ramase si incd o jumaitate de ou. La final mai vine un cumparator care cumpara la fel, jumatate
din numarul de oud rimase si inca o jumitate de ou. Gospodinei 1i mai rimane un ou nevandut.
Cu céate oud a mers gospodina la piata.

Indicatie. Folositi schema:

Tema pentru acasa:
1)Folosind schema :

&= 28
—— e 2. L a . A . At

compuneti o problema care si se rezolve prin metoda mersului invers si rezolvati-o completind
schema in sensul indicat de ultima sdgeata.
Raspuns: 8

2) Radu , Victor si Mihai sunt frati . Radu pleaca primul la scoald si ia jumatate din numarul
merelor lisate de mama lor §i incd jumaitate de mar. Victor pleacd al doilea la scoald si ia
Jjumitate din numarul de mere rimase $i inca o jumitate de mar. Mihai pleacd ultimul la scoala si
ia ultimul mar care a ramas dupd plecarea lui Victor. Aflati cite mere a lasat mama celor trei
frati.

Indicatic. Folositi schema

e coge varann

172 mar
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3) Maria se joaci cu un joc electronic. In prima etapi a castigat jumatate din punctajul final , in
etapa a doua o cincime din rest, iar in ultima etapa a castigat 200 puncte. Cate puncte a castigat
Maria.

Raspuns: 500 puncte

5. METODA FALSEI IPOTEZE

In rezolvarea problemelor prin aceastd metodd ( denumitd si mefoda ipotezelor ) se
utilizeaza o ipotezd ( sau mai multe) asupra unei marimi ( sau a mai multor marimi) si apoi se
examineaza diferentele aparute intre rezultatul cautat si cel presupus.

Reamintim elevilor cd au rezolvat urmatoarea problema prin metoda figurativa:

Problema 1. Intr-o curte sunt giini si iepuri, in total 35 capete si 100 picioare. Cate giini si
cati iepuri sunt in curte.

Solutie.( folosind metoda falsei ipoteze )

Ipoteza: Presupunem cd in curte sunt numai giini (35 de giini).

Ver.ficarea ipotezei: 35-2 =70 picioare.

Corectarea ipotezei: 100- 70 = 30 picioare in plus; deci 30:2 = 15 sunt iepuri, iar 35-15=20
sunt gaini.

Ver.ficare: 20+ 15 =35 capete ; 20-2 + 15-4 = 100 picioare.

Dupa prezentarea solutiei, cerem elevilor sd compare cele doud solutii ( cea folosind metoda
figurativa si cea folosind metoda falsei ipoteze, pentru problemal.)

Apot le propunem elevilor sd rezolve independent , folosind metoda falsei ipoteze urméatoarea :
Problema 2. Intr-un bloc sunt 20 apartamente cu doud si trei camere. In total sunt 45 de
camere. Cate apartamente au doud camere §i cate trei camere ?

Comentariu ( dupi ce s-a ficut rezolvarea si discutarea problemei 2). Se poate folosi schema

AARAERE HA

] 18me

si in acest mod rezolvarea se poate face si prin metoda figurativd.

Nu vom rezolva probleme in care sunt necesare mai multe ipoteze deoarece acestea depdsesc
puterea de infelegere a unui elev de clasa a V-a.

Ne vom margini sd considerdm incé un tip de problema:

Problema 3. Suma a noud numere naturale, diferite de zero, este 44. Demonstrati cd cel putin
doud dintre numere sunt egale.

Solutie. Presupunem ci toate cele noud numere sunt diferite §i cd sunt cele mai mici numere
naturale consecutive, diferite de zero(1,2,3,4,5,6,7,8,9).Suma lor este 1+2+3+4+5+6+7+8+9 =
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45. Dar in problemi se spune ci suma celor noud numere este 44. Ne punem Iintrebarea ?7,, De
unde apare diferenta de 1 dintre cele doud sume ?  Inseamni ci unul dintre numerele
2,3,4,5,6,7,8,9 trebuie si fie mai mic cu 1. In concluzie, pentru a obtine suma 44, este necesar ca
doua dintre numere sa fie egale.

Comentariu. Profesorul le explici elevilor cd In matematica existd si asa numita »
metodd a reducerii la absurd > care se bazeazd pe urmitorul rationament logic: ,,cand este
imposibil ca o propozitie si fie falsd atunci ea este adevarata”. In problema 3 propozitia ,, Cel
putin doud dintre numere sunt egale “ presupusi falsd conduce la imposibilitatea 45 = 44 . Deci
este imposibil ca ea si fie falsa si deci este adevirati. In acest mod putem spune ci am rezolvat
problema prin metoda reducerii la absurd.

Pentru intensificarea retentiei se vor rezolva In munca pe grupe probleme asemanitoare celor
trei probleme anterioare.

Tema pentru acasa .
1)Suma de 950 lei s-a platit cu ajutorul a 14 bacnote de 100 lei si 50 lei.Cate bacnote au fost
din fiecare fel?
Raspuns: 9 de 50 lei si 5 de 100 lei
2)Suma a patru numere nturale este 201.Arétati ¢ cel putin unul dintre ele este mai mare decat
50.
Indicatie. Fie a,b,c,d cele patru numere. Presupunem  <50,5 <50, c < 50,d < 50.

3) La un supermarket s-au vandut intr-o zi 150 kg de mere de doud calitdti incasdndu-se 640
lei. Stiind cd merele de calitatea I s-au vandut cu 5 lei kg, iar cele de calitatea a II-a cu 3 lei kg,
sd se calculeze cate kg de mere din fiecare calitate s-au vandut in ziua aceea.

Raspuns: 95 kg calitatea I si 55 kg calitatea a 1I-a

6 . TESTE DE EVALUARE

Testul 1

(1,5p) 1) Daci din dublul unui numéar scidem 35, apoi rezultatul 1l marim de 3 ori si din noul
rezultat scidem 18, obtinem 177. Aflati numarul.

(1,5p) 2) Opt metri de stofd costd 280 de lei. Cat costd 5 metri de stofa de aceeasi calitate?

(2 p) 3) Suma a doud numere este 98. Aflati numerele, daca prin impartirea lor se obtine catul 5
sirestul 8.

(2 p) 4) Intr-o curte sunt rate si iepuri. Aflati cate rate si cati iepuri sunt in curte daci au in total
22 de capete si 74 de picioare.

(2 p) 5) Aflati pretul unui creion si pretul unui caiet daca 3 creioane si 2 caiete costd 19 lei, iar 5
creioane si 4 caicte costa 35 lei.

Nota: Se acordd | punct din cficiu. Alegeti metoda aritmeticd adevdiratd, pentru rezolvare.
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